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Capitolo 1 


Insiemi e funzioni misurabili 


L’integrale di Lebesgue si può introdurre in vari modi. Noi seguiamo la via 
di identificare prima di tutto una famiglia di insiemi su cui si può definire 
una misura, la misura di Lebesgue, che poi condurrà alla definizione del- 
l’integrale. Tale famiglia di insiemi è studiata in questo capitolo. Prima di 
ciò, spiegheremo perché è necessario introdurre un integrale “più generale” 
di quello di Riemann. 


Osservazione 1 Come si vedrà al paragrafo 2.3, una funzione integrabile 
secondo Riemann, e quindi in particolare limitata e definita su un insie- 
me limitato, è integrabile anche secondo Lebesgue, e i due integrali hanno 
il medesimo valore. Quindi l’integrale di Lebesgue “assorbe” l’integrale di 
Riemann, che potrebbe anche ignorarsi. Invece, l’integrale di Lebesgue di un 
funzione illimitata e/o definita su un insieme illimitato e l’integrale improprio 
sono due concetti diversi e hanno usi diversi. Dunque, l’integrale di Lebesgue 
non “assorbe” e non rende inutile la conoscenza dell’integrale improprio. 8 


Osservazione 2 (Sulle notazioni) Useremo le notazioni standard della teo- 
ria degli insiemi, con l’avvertenza che la tilde: © indica il complementare 
di un insieme: 

A={xr:xé#A4}. 
Se si lavora con sottoinsiemi di un fissato insieme Q allora la tilde indica il 
complementare relativo a Q: 


Aste: eéA4)nQ0=Q=+A. 
Il simbolo A indica la differenza simmetrica: 
ANAB=(A-B)U(B-A).1 


5) 
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1.1 Introduzione 


E’ noto che esistono funzioni, come la funzione di Dirichlet, che non sono in- 
tegrabili secondo Riemann. Vedremo che la funzione di Dirichlet è integrabile 
secondo Lebesgue, ma la ragione per introdurre questo nuovo integrale non è 
di allargare la classe delle funzioni integrabili. La ragione invece è la seguente: 
in numerosi problemi dell’Analisi matematica è necessario scambiare il segno 
di limite, o di serie, con quello di integrale, si pensi per esempio alle serie 
di Fourier. Tipicamente, le serie di Fourier non convergono uniformemente, 
condizione che è richiesta per lo scambio di limiti ed integrali di Riemann. 
E’ questa la ragione che ha indotto a costruire integrali più generali di quello 
di Riemann. 
Consideriamo la funzione di DIRICHLET da questo punto di vista. 


Esempio 3 La funzione di Dirichlet è definita su 0 < x < 1 da: 


1 sex =gqè razionale 
(a) = f 0 altrimenti. 


Essa è limite di una successione (fx) di funzioni integrabili secondo Riemann. 
Si ricordi infatti che i razionali sono numerabili. Sia (g,) la successione dei 
razionali in [0, 1] e sia 


JT seg 
he) = Î 0 altrimenti. 


Ovviamente, 


lin 0), dim f ig) de=0; 


Non possiamo però dire che 


fim fl nda f tmfi(0 ar f £) » 


perché la funzione f(x) non è integrabile. 

Se vogliamo dare un senso alla formula precedente, dovremo costruire 
una teoria dell’integrazione che permetta di integrare anche la funzione di 
Dirichlet. 

Si osservi che se la formula precedente deve valere, allora l’integrale della 
funzione di Dirichlet deve essere nullo. 8 


1.1. INTRODUZIONE T 


La funzione di Dirichlet è la funzione caratteristica dei razionali di [0, 1] 
e quindi il suo integrale, se in qualche modo definito, dovrebbe interpretarsi 
come la “misura” dell’insieme di tali razionali. Dunque, l’insieme dei razionali 
di [0, 1] deve avere misura nulla se i limiti possono scambiarsi col segno di 
integrale!. 

Definiamo ora: un insieme JI C RR è NULLO se per ogni e > 0 esiste una 
successione di intervalli aperti (a,,b,), disgiunti o meno, tali che : 


TE Uta, b,), Y (br — a.) <e. 


r 


Si nota facilmente che un insieme che ha misura zero secondo Peano- 
Jordan è anche un insieme nullo secondo la definizione precedente, ma non 
viceversa. Si prova infatti che l'insieme dei razionali di [0, 1], non misurabile 
secondo Peano-Jordan, è un insieme nullo secondo la definizione precedente, 
si veda l’Esempio 31. D’altra parte, la definizione appena data di insieme 
nullo interviene nella caratterizzazione delle funzioni integrabili secondo Rie- 
mann e ciò mostra una delle ragioni per estendere il concetto di misura ad 
una classe più ampia di insiemi. 


Vale: 


Teorema 4 (di RIEMANN-LEBESGUE) Una funzione limitata f(x) definita 
su un intervallo limitato (a,b) di R è integrabile secondo Riemann se e solo 
se l’insieme dei suoi punti di discontinuità è un insieme nullo. 


Osservazione 5 Si noti che: 


e il Teorema 4 mostra immediatamente il fatto noto che la funzione di 
Dirichlet non è integrabile secondo Riemann. Infatti essa è discontinua 
in ciascun punto di [0, 1] e [0, 1] non è un insieme nullo. 


e Ricordiamo che ogni unione di intervalli aperti può rappresentarsi co- 
me unione disgiunta di intervalli aperti. Nella definizione di insieme 
nullo si potrebbe richiedere che gli intervalli (a;, d;) siano disgiunti. E” 
però più comodo, ed ovviamente non restrittivo, non richiedere che gli 
intervalli siano disgiunti. i 


Ichi conosce la misura di Peano-Jordan ricorda che l’insieme dei razionali non è misu- 
rabile secondo Peano-Jordan. D'altra parte la teoria della misura di Peano-Jordan è in- 
sufficiente anche per la trattazione del solo integrale di Riemann come mostra l’enunciato 
del Teorema 4 
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1.2 Preliminari sulle misure di insiemi 


Passiamo ora ad introdurre la teoria della misura di Lebesgue in R”. Con- 
viene premettere alcune nozioni più astratte sulla struttura di certe famiglie 
di insiemi e sulle misure definite su di esse. 


1.2.1 Anelli ed algebre di insiemi 


Sia S una famiglia non vuota di s.insiemi di un assegnato insieme O. In 
S consideriamo le due operazioni di intersezione e di differenza simmetrica. 
Diciamo che la famiglia di insiemi S è un ANELLO DI INSIEMI se è chiusa 
rispetto a tali operazioni: 


ANANB € &, 


a peso ie 


Dato che 
A-B= AA(ANB), AUB=(AAB)A(AN B), 


si vede che se S è un anello di insiemi allora esso è chiuso rispetto alle 
operazioni di unione e di differenza di insiemi ed inoltre 


Q0=A- AES. 


Dato che 0) è l'identità rispetto all'operazione A, si vede che un anello di 
insiemi è un anello (secondo la definizione incontrata nel corso di Algebra) 
rispetto alle due operazioni += A e -= N. 

Si sa che un anello con identità moltiplicativa si chiama un’algebra; e 
l’identità rispetto all’operazione di intersezione è 0. Dunque un’anello di 
s.insiemi di O ed a cui £ appartiene si chiama un’ALGEBRA DI INSIEMI. 

Si osservi ora che 


—_n— 


ANB=(AUB), AAB={(ANB)} n(AUB), 


dove la tilde (”) indica il complementare. Dunque: 


Teorema 6 Sia S una famiglia di s.insiemi di 2 a cui appartiene anche ©. 
La famiglia S è un’algebra di insiemi se e solo se 


AUBES 


a pesa UP 
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Il teorema precedente dà una definizione alternativa di algebra di insiemi, 
che risulta più comoda per le applicazioni. 

Un anello, rispettivamente un’algebra, di insiemi si dice o-ANELLO, ri- 
spettivamente o-ALGEBRA quando è chiusa rispetto alle unioni numerabàli di 
suoi elementi; ossia quando 


+00 
AneSs > [JA 68. 


n=1 


Usando le proprietà delle operazioni tra insiemi si vede che un o-anello 
è anche chiuso rispetto alle operazioni di intersezione, differenza, differenza 
simmetrica, di successioni di suoi elementi. 

Ricordando la proprietà di additività dell’integrale di Riemann, 


ii 


che dovrà valere anche per l’integrale di Lebesgue, si capisce l’interesse che 
anelli ed algebre di insiemi hanno nella teoria dell’integrazione. 


Osservazione 7 E’ opportuno sottolineare la differenza tra la definizione 
di topologia e quella di o-algebra. Una topologia su £ è una famiglia 7° 
di sottoinsiemi di £? che contiene l’insieme vuoto ed £, e contiene l’unione 
degli elementi di ciascun suo s.insieme. Contiene inoltre le intersezioni degli 
elementi dei suoi s.insiemi finiti. Invece, una o-algebra su 0 è una famiglia di 
sottoinsiemi di £ che contiene, oltre ad Q e 0), le unioni e anche le intersezioni 
degli elementi dei suoi s.insiemi che sono finiti o numerabili. 

Niente si richiede alle unioni o intersezioni di famiglie non numerabili. M 


Si vede facilmente: 
Teorema 8 Sia S una famiglia non vuota di s.insiemi di £Y. Esistono un 


minimo anello, algebra, o-anello, o-algebra contenenti S. 


1.2.2. Un esempio: Insiemi semplici di R” 


L’esempio seguente è per noi particolarmente importante, perché è a partire 
da esso che introdurremo la misura di Lebesgue in IR”. L'insieme £X è 
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Q= [a,6) CR - 0<a<b< +00 


sen = 1 oppure, se n > 1, 


Q=][la;,d;) C e, —00 < aj < bj < +00. 


i=l 


Per chiarezza, consideriamo prima di tutto il caso £ = [a,b) C R. Un 
anello di s.insiemi di [a, 6) è la famiglia delle unioni finite di intervalli 


[a, B) C [a,d) (1.1) 


aperti a destra e chiusi a sinistra (per contrasto si noti che la famiglia delle 
unioni finite o meno di intervalli aperti non è un anello perchè non è chiusa 
rispetto alla differenza di insiemi). Vale: 


Teorema 9 Ogni aperto di R è unione numerabile di intervalli come in (1.1), 
due a due disgiunti. 


Un risultato analogo vale anche in R”: 


Teorema 10 Ogni aperto di R"” è unione numerabile di insiemi, due a due 
disgiunti, della forma 


n 
i=1 
Questo teorema suggerisce di chiamare INSIEME ELEMENTARE di R” un 
insieme della forma 


n 
i=1 

Chiameremo INSIEME SEMPLICE l’insieme vuoto oppure un insieme che 
è unione finita di insiemi elementari. Si noti che un insieme semplice può 
rappresentarsi in più modi come unione di insiemi elementari. 

Si vede facilmente che la famiglia degli insiemi semplici di R” è un anello; 
e, se sì decide di lavorare soltanto con quelli che sono contenuti in un dato 
insieme elementare, si ha un’algebra. 

La minima o-algebra che contiene tutti gli insiemi semplici di RR”, e che 
contiene R” stesso, si chiama la o-ALGEBRA DI BOREL di R”, e i suoi elementi 
si chiamano BORELIANI. 

Da ciò che abbiamo detto, non è difficile provare che sia gli insiemi aperti 
che gli insiemi chiusi sono boreliani. 
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1.2.3. Misure di insiemi 


Sia Q un insieme. Si chiama MISURA su £ una funzione A + m(A) dai 
s.insiemi di £ nei reali non negativi, tale che: 


e Il dominio della funzione è un anello & di s.insiemi di O; 

e se A, B sono elementi disgiunti di S, ossia tali che AN B = 0, allora 
m(AU B)=m(A)+m(B). 

La misura si chiama o-ADDITIVA se è una misura e inoltre per ogni suc- 


cessione (A,) di elementi di S, due a due disgiunti, ossia tali che A,N Ax = 0 
per r # k, vale 


+00 +00 
UA ES > m (U x) =) mA). 
r=l r=l 
Osservazione 11 In generale, se S non è un o-anello, l'unione degli A, non 


è un elemento dei £S. In tal caso niente si richiede alle misure degli A,. 


Talvolta conviene permettere ad una misura di prendere valori in [0, +00]. 
Per contrasto, la misura si dice FINITA se essa prende valore in [0, +00). La 
misura si chiama PROBABILITÀ se prende valori in [0, 1]. 

Proviamo ora: 


Teorema 12 Sia m una misura su un anello S. Vale: 
1. se A, B sono elementi di S, A C B, allora m(A) < m(B); 
2. Se A, B sono elementi di S allora si ha m(A) = m(A-B)+m(ANB); 
3. sem è una misura e se esiste A tale che m(A) < +00, allora m(0) = 0. 
4. sem è una misura finita allora m(AUB) = m(A)+m(B)-m(A0B); 
Dim. Notiamo che A C B implica 


B= AU[B- A], AN[B-A4]=0. 
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Dunque, se A C B si ha: 
m(B)=m(A)+m(B- A) > m(A). 


Ciò prova la proprietà 1. 
La proprietà 2 segue dall’additività della misura, applicata all’uguaglianza 


A=(A-B)U(ANB), 


notando che l’unione è disgiunta. 
La proprietà 3 discende da 


AUO=A, A4N00=0 così che m(A)=m(A)+m(0). 


Semplificando m(A) segue m(0) = 0. 
La proprietà 4 segue notando che 


AUB=(A-B)U(B- A)U(AnN B). 
L’unione è disgiunta e quindi 
m(AU B) = m(A- B)+m(B- A)+m(AN B). 
Essendo finita la misura, dalla proprietà 2 si ha 
m(A-B)=m(A)-m(A0 B), m(B- A)= m(B)- m(BNA). 


Sostituendo segue l’asserto (è appena il caso di notare che m(A N B) = 
m(BNA)). 1 


La proprietà 1 provata al Teorema 12 si chiama la PROPRIETÀ DI MONO- 
TONIA DELLA MISURA. 
Diamo ora un criterio comodo per provare la o-additività di una misura. 


Teorema 13 Sia S un anello e sia m una misura finita su S. Se per ogni 
successione (Y,) di elementi di S “decrescente all’insieme vuoto”, ossia tale 
che 


+00 
Wil, [&=0, 
r=l 
vale 
limm(Y,.)=0=m(0), 


allora la misura è o-additiva. 
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Dim. Dal Teorema 12 si sa: 
1. m(0) =0 perché la misura è finita; 
2. m(Y41) < m(Y,) perché Y41 CY. 


Dobbiamo provare: 


Ar €S, A-NA;=0 = 
se PA allora m(A)= xo m(A,). 
As i Ar ES r=l 
Introduciamo per questo gli insiemi 
k +00 
x=|)A così che A= | ] Xx. 
r=l k=1 
Vale 
A=X5xU[A- Xx], e quindi m(A)=m(X)+m(A- Xx) (2) 


perché Xx N[A- Xx] = 0. 
Dalla definizione degli X, si vede che: 


+00 +00 
MA-X]= 4-1U/4=0. 
k=1 


+00 
Vexi1 = A-Xg4a1 CA-Xx =, () = 
had k=i 


Dunque, per ipotesi, 
lim m(Yx) = limm(A-X,)=0. 


La proprietà di additività della misura mostra che 


k 


m(X) = YO m(A,) 


r=l1 
e la successione 


k>Y m(A,) 
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cresce e quindi ammette limite. Dunque, da (1.2), 


m(A)=lim[m(Xx) + m(A- Xx)] = limm(Xx) + lim m(A — Xx) 
= limm(X1)=) m(A4). 


Ciò è quanto volevamo provare. 


Il risultato precedente può invertirsi, ottenendo una proprietà di “conti- 
nuità” delle misure o-additive. 


Teorema 14 Sia S un anello di insiemi. Sia (A,) una successione crescente 
e sia (B,) una successione decrescente di elementi di S. Sia rispettivamente 


+00 +00 
A=|JA, b=.(.\Bh 
pr=il r=l 
Sia m una misura o-additiva su S. Allora 
m(A)=limm(A,). 
Se inoltre m(Bi)< +00 si ha: 
m(B)=limm(B,). 


Dim. Proviamo prima di tutto l’asserto per il caso delle successioni crescenti 
di insiemi. Introduciamo gli insiemi 


Ai= An; Agi = Ap — Ag 


Gli insiemi Ax sono due a due disgiunti perché la successione (Ax) è crescente 
e 


k +00 
A=|)4 => 4=044. 
= r=l 


Essendo gli À, due a due disgiunti, 
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Ciò è quanto volevamo provare. 

Si noti che non si esclude che la misura di A sia +00. 

La dimostrazione della seconda parte del teorema discende dalla prima: 
si definisca 


Si noti che l’ultima uguaglianza vale perché By C Bj e quindi m(Bx) < 
La successione di insiemi (Az) è crescente e quindi 
+00 +00 +00 
UJ4=U [Bi - Bi]=B1-(|B:=B1- B. 
k=1 k=1 k=1 
Dunque, per la parte già provata del teorema, 
m(B,)- m(B) = m(B, — B)= limm(Ax) = lim [m(B.) — m(Bx)] 
= m(B.) — limm(Bx). 


Usando nuovamente m(B1) < +c0 e semplificando m(B,) si trova m(B) = 
lim m(B,). Ciò completa la dimostrazione. 1 


Osservazione 15 L'ipotesi che la misura sia finita non è richiesta nel caso 
delle successioni crescenti. Nel caso delle successioni decrescenti può so- 
stituirsi con la condizione che, per un opportuno &, sia m(Bx) < +00. Una 
condizione di questo tipo è comunque essenziale e non può eliminarsi nel caso 
delle successioni di insiemi decrescenti. Infatti, se N = R e se Bx = [K, +00) 
allora m(Bx) = +00 per ogni r mentre m(NBx) = m(0) = 0. 

Vedremo che la misura che è +00 su By e che è zero su 0 è la misura 
di Lebesgue di tali insiemi, e proveremo che la misura di Lebesgue è o- 
additiva. Dunque la condizione che gli insiemi abbiano misura finita non si 
può rimuovere dal secondo enunciato del Teorema 14. 1 


1.3 La misura di Lebesgue su R"” 


Introduciamo ora la misura di Lebesgue su una opportuna o-algebra di insie- 
mi di R”. Procediamo in due passi. Prima di tutto introduciamo una misura, 
che vedremo essere o-additiva, sull’anello degli insiemi semplici. Nel secondo 
passo estenderemo questa misura ad una o-algebra che sarà la o-algebra degli 
“insiemi misurabili secondo Lebesgue”. 
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1.3.1 Una misura c-additiva su R” 


Consideriamo gli insiemi elementari contenuti in un dato insieme elementare 
J CR”, definiti al paragrafo 1.2.2. Definiamo 


m(0)=0, mm (Ie) =][U-%). (1.3) 


i=1 i=1 


Estendiamo quindi questa misura all’algebra S delle unioni finite di insiemi 
elementari, ossia all’algebra degli insiemi semplici contenuti in J, imponendo 


m(I,U Ia) = m(1)+m(1a) se 1049 =. (1.4) 


Osservazione 16 Si noti che uno stesso insieme semplice può rappresentarsi 
in più modi come unione di insiemi elementari disgiunti: 


(0,1) = [0,1/2)U[1/2,1). 


Se n = 1 è facile provare che è valore che m associa ad un insieme non 
dipende dal modo con cui esso si rappresenta. Lo stesso vale in dimensione 
maggiore di 1, ma la dimostrazione è macchinosa. I 


Vogliamo provare che la misura m che abbiamo introdotta è o-additiva: 
Teorema 17 La misura definita da (1.3) e da (1.4) è o-additiva. 


Dim. La misura è finita perché m(J) < +o0. Possiamo quindi applicare il 
Teorema 13 e provare che per ogni successione di insiemi semplici decrescente 
a 0, la successione delle misure converge a 0: 


+00 


k=1 
Si noti che la successione {m(Ax)} decresce. Sia per assurdo 
m(Ar)>a>0 Vk. 


Fissiamo e € (0, a/4). 
Sia & = 1 e consideriamo l’insieme semplice A (si ricordi che Aj D Ap). 
Possiamo rappresentarlo come unione finîta di insiemi elementari disgiunti, 
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ciascuno della forma HE [06 b,). Sostituendo ciascuno insieme elementare 
II}_.[e;,b;) con un insieme elementare ][}_;[4;, bj — 0) si trova ancora un 
insieme elementare, diciamo .J1, e si può scegliere o > 0 così piccolo che 
valgano ambedue le disuguaglianze seguenti: 


m(J)>a-e, m(JNA)>a-e. 
Inoltre, 
di dr Agi 
L’insieme JM Ag è ancora un insieme semplice. Indichiamolo col simbolo 
Az, 
Ag= JN A così chem(A:)>a-e. 
Ripetiamo la stessa costruzione, ma a partire dall’insieme Ag e con e/2 
al posto di e. Si costruisce un insieme .Jo tale che 
lE CA CA, m(J2N Az) > (a—e)— e/2, 
m(J)>a—-(e+e/2). 
Si noti che 75, essendo contenuto in Ào, è sia s.insieme di A, che di J. 


Iterando questa costruzione, si trova una successione (.Jx) con queste 
proprietà: 


i) JIA 

ii) J C A per ogni È, e quindi gli insiemi .J} sono limitati; 

ili) Sg Cai 

iv) m(I)>m(INApy43) > a+ (DE e/2*) > a—-e> 0 e quindi nessuno 
dei Jx è vuoto così che si ha anche Jx # 0 per ogni k. 


Grazie alle proprietà ii)-iv), segue dal teorema di Cantor che gli insiemi 
Jx hanno un punto comune xo che, per la proprietà i) appartiene a ciascuno 
degli Ag. Ciò contrasta con l’ipotesi. La contraddizione trovata mostra che 
deve aversi 
limm(Ax)=0. 
Dunque, la misura è o-additiva. i 


Estendiamo ora la famiglia degli insiemi cui si può attribuire una misura. 
Consideriamo prima di tutto il caso degli insiemi limitati. Poi estenderemo 
la definizione della misura ad insiemi illimitati. 
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1.3.2 Insiemi limitati e misurabili secondo Lebesgue 


Fissiamo un insieme elementare Q e lavoriamo ora soltanto con suoi s.insiemi. 
A ciascun insieme A C Q associamo un numero che si chiama la sua MISURA 
ESTERNA, in simboli m*(A), come segue: 


m*(A) = inf {> m(R;), R; elementare, U R;3 al ; 
i>I 


Nella definizione precedente, l'insieme degli A, può essere finito o numerabile. 
Si nota immediatamente che se 5 è un insieme elementare, e quindi anche 
se è un insieme semplice, allora 


m'*(S)=m(8).: 
Ovviamente: 
Corollario 18 Se A C B allora m*(A) < m*(B). 


La funzione m* è quindi una FUNZIONE MONOTONA di insieme, che però 
non è una misura perché non è additiva. Per essa vale solamente: 


Teorema 19 La funzione m* è SUBADDITIVA; ossia per ogni famiglia {A;} 
finita o numerabile di s.insiemi di Q e per ogni insieme A tale che 


vale 


m°(A) <Ym(A)). 1.5) 


Dim. Si fissi e > 0. Sia {RI }} una famiglia finita o numerabile di insiemi 
elementari per cui 


A; C URI YO mR) <m*(A;)+e/2!. 


i>1 i>1 


ASLUR®, 


j>1 i>I 


Essendo 
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segue 


L’asserto segue perché questa disuguaglianza vale per ogni e. 1 


Osservazione 20 In generale, la disuguaglianza in (1.5) è stretta, anche se 
gli A; sono due a due disgiunti. i 


Lemma 21 Per ogni coppia di insiemi A e B sì ha 
|m*(A) — m°(B)] < m*(A4B). (1.6) 
Dim. Vanno provate le due disuguaglianze 
—m*(AAB) < m*(A) — m*(B) < m*(AAB). 


Queste sono ambedue conseguenza della subadditività di m*. Infatti, 


Definiamo ora la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue e che 
sono contenuti in un fissato insieme elementare Q. 


Definitione 22 Sia Q un insieme elementare. Indichiamo col simbolo £ la 
famiglia dei s.insiemi di Q con questa proprietà: A € £ se per ogni e > 0 
esiste un insieme semplice I, tale che 


m'(AAIT)<e. 


Si noti che Q € L. 
Gli insiemi di £ si dicono MISURABILI SECONDO LEBESGUE. 
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Sì osservi il procedimento che abbiamo fatto: sì è usato m* per definire una 
“misura da sopra” che permetta di valutare quanto bene un dato insieme A 
si possa approssimare con insiemi semplici. Gli insiemi misurabili secondo 
Lebesgue sono quelli che sì approssimano tanto bene quanto si vuole con 
insiemi semplici. 

Proveremo che £ è una o-algebra. Nel fare ciò introdurremo anche una 
misura o-additiva A su £, che estende m, e che si chiama la misura di 
Lebesgue. 


Definitione 23 La misura A è la restrizione di m* alla famiglia di insiemi 
L. La misura A si chiama MISURA DI LEBESGUE. 


Ovviamente, dobbiamo ancora provare che £ è una o-algebra e che A è effet- 
tivamente una misura e che inoltre è o-additiva. Per ora sappiamo solamente 
che A è subadditiva; ossia sappiamo che se (An) è una successione di elementi 
di L e se A € L è contenuto nell’unione degli A,, allora si ha 


MA) < > XA (1.7) 


Proveremo che £ è una o-algebra e che A è una misura o-additiva pro- 
cedendo in vari passi. Proviamo prima di tutto che £ è un’algebra di insie- 
mi. Ricordiamo che stiamo lavorando con sottoinsiemi di un fissato insieme 
elementare Q. Dunque, A = Q — A per ogni ACQ. 


Teorema 24 Ricordiamo che abbiamo fissato un insieme Q e che L è una 
famiglia di sottoinsiemi di Q. Valgono le due proprietà seguenti: 


1. Se A€ L allora A=Q- A€ L; 
2. siano A, B in L. Allora, AUBEL. 


Dunque, per il Teorema 6, L è un’algebra di sottoinsiemi di Q. 


Dim. Proviamo la prima proprietà. Sia e > 0 e sia RC Q un insieme 


semplice tale che 
m*(AAR) < e. 


Si noti che 


(Q- A)A(Q- R) = AAR. 
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Dunque, 
m'((Q- A)A(Q- R))<e. 


Ora, R=Q—- Rè ancora un insieme semplice e quindi per ogni e > 0 si 
trova un insieme semplice A per cui 


m' ((@ z 4)4f) <e; 


ossia, Q—- A E L. 
Proviamo ora la seconda proprietà. Sia e > 0 e siano Ra ed Rg insiemi 
semplici e tali che 


m*(AARK4) < e/2, m*(BARBp)< e/2. 
Notiamo che RU Rg è ancora un insieme semplice e che 
(AU B)A(RAU Rp)C(AARK)U(BARB). 
La subadditività della misura esterna mostra che 
m*((AUB)A(RAU Rg))<e. 


Dunque, AU B € L. 1 


Si è così provato che £ è un’algebra di insiemi. Come si è detto, su £L 
definiamo la funzione 


X(A) = m*(A) 


che si chiama la MISURA DI LEBESGUE. Mostreremo che questa è una mi- 
sura 0-additiva. Mostriamo prima di tutto l’additività. Per questo abbiamo 
bisogno di un lemma: 


Lemma 25 Siano A e B due insiemi disgiunti. Siano R ed S insiemi 
qualsiasi. Sì ha: 
RNSC(BAS)U(AAR). (1.8) 


Dim. Scriviamo 
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Essendo A e B disgiunti, si ha A C B e quindi la precedente si completa 
come segue: 


RNS= [RN A)U (RN) nsc [(RNB)U(RN A) ns 
€ [68 NÈ)n R U [U nÀ)nN S| C [(SAB) N R]U[(RAA)N 5] 
C(SAB)IU(RAA). 1 

Proviamo ora: 

Teorema 26 La funzione di insieme A, definita su L, è una misura. 
Dim. Sapendo già che A è subadditiva, si veda la (1.7), basta provare che 
se ANB=@allora si ha A(AU B) > AMA) + A(B) 

ossia va provato che: 


ei 


ANB=0 ui m*(AU B) > m*(A) + m*(B) 


perché A è la restrizione di m* a L. 
Fissiamo e > 0 e due insiemi semplici, R ed S, taliche 
m*(AAR) < e, m*(BAS)< e. 
La (1.6) implica che 
m(R)=m*(R)>m*(A)-e, m(S)=m*(S) > m*(B)=e. (1.9) 
L’idea della dimostrazione è di provare che 
m*(AUB)-m*(RUS), m*(RUS)=m(RUS)>m(R)+m(5S) 
stimando esplicitamente sia lo scarto |m*(AU B) — m*(RU S)| che lo scarto 
Im(RU SS) — (m(R)+m(5))|. 
Stimiamo prima di tutto lo scarto |m*(AUB)—m*(RUS$S)|. Notiamo che 
(AU B)A(RUS) C(AAR)U(BAS). 
Combiniamo questa con la (1.6). Si ha 


|m*(AUB)—m*(RUS)| < m* ((AU B)A(RU S)) < m*(AAR)+m*(BAS) < 2e. 
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Dunque, 
m*(AU B) > m(RUS)-2e. (1.10) 


Stimiamo ora lo scarto |m(RU S) — (m(R)+m(5))|. Per questo usiamo 
il Lemma 25 e quindi il fatto che A e B sono disgiunti. Dalla (1.8) e per la 
subadditività di m* si ha 


m(RNS) <m*(RNS)<m*(AAR)+m*(BAS) < 2e. 
D'altra parte, m è additiva su S e quindi, dal Teorema 12, 
m(RUS)=m(R)+m(S)- m(R05) > m(R)+m(S)-2e. (1.11) 
Combinando (1.9), (1.10) e (1.11) si trova 
m*(AU B) > m(RU S) — 2e > m(R) + m(5) — 4e > m*(A) + m*(B) — 6e. 
La disuguaglianza che volevamo provare segue perché e > 0 è arbitrario. 
Proviamo ora: 
Teorema 27 L’algebra di insiemi L è una o-algebra. 


Dim. Sia (A,) una successione in £. Dobbiamo provare che U}S An € £. 
Mostriamo prima di tutto che non è restrittivo assumere che gli A, siano due 
a due disgiunti. Definiamo per questo 

n_1l 

B,i= A, By=An-|)A4:- 

i=1 
Ciascuno degli insiemi B,, è in £, perché L è un’algebra di insiemi; e i Bn 
sono due a due disgiunti. Inoltre, 


+00 +00 
Ua=UB 
n=1 n=1 
Dunque, eventualmente sostituendo ciascun A, col corrispondente B,, si 


suppone da ora in poi che gli A, siano due a due disgiunti. 
Si è visto che A su £ è una misura e quindi 


; lo =. (U x) = m° (U x) “om (Va) SAI: 
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Ciò prova che la serie Y}7_, A(Ax) converge. 
Fissiamo ora e > 0 e sia N. tale che 


> MAx) < e/2. 


k=Ne 


Essendo £ un’algebra, 
N.-1 
U Ar E L 
k=1 


e quindi esiste un insieme semplice A per cui 


Ne-1 
» ( U Ak an) < e/2. 
k=1 
Ora, 
00 Ne-1 +00 
(04) ARC (U x) ARIU|U 4 
k=1 k=1 k=Ne 
Dunque, 
+00 € +00 
n ( UA nr) < sen (Ù x) 
k=1 k=Ne 
é +00 +00 
a ) mA) <3+ ) MAL) <e 
k=Ne k=Ne 
Dunque, 
+00 
U Ap e L.R 
k=1 


Sappiamo ora che £ è una o-algebra. Completiamo questi argomenti pro- 
vando: 


Teorema 28 La misura di Lebesgue A è o-additiva. 


Dim. Sia A, una successione di insiemi due a due disgiunti di £. Si vuol 


provare 
+00 +00 
. (U 4) =) MA). 
n=1 n=1 
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Si sa già che A è additiva e quindi per ogni N vale 


Dunque, 


Dobbiamo provare l'uguaglianza ossia che 
+00 +00 
) MA) =A (Ù ho) . 
n=1 n=1 


Ciò discende dal fatto che A = m* e dal fatto che m* è subadditiva. Si ha 
quindi: 


MA) <A (Ù x) = m' (U x) 
<) m(An)=) MA 


Al limite per N + +00 si trova 
+00 
Data (Va ) <Y MAn) 
n=1 


Osservazione 29 Va notato: 


1. Sia xa(x) la funzione caratteristica di A. Ricordiamo che la funzione 
caratteristica di un insieme A prende valore 1 sull’insieme e 0 sul suo 
complementare. Se la funzione caratteristica di A è integrabile secondo 
Riemann allora l’insieme è misurabile 


2. Chiaramente, £ è una o-algebra che contiene tutti gli insiemi semplici, 
e quindi £ contiene la o-algebra dei boreliani. L’inclusione è propria. 8 
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1.3.3 Insiemi illimitati 


Vogliamo ora estendere la definizione di misura di Lebesgue includendo anche 
insiemi illimitati. Per questo dovremo permettere alla misura di prendere il 
valore +00. 

Introduciamo gli insiemi elementari 


Qnu={c= (21... en): -N<x;< N} 


Diciamo che A è MISURABILE SECONDO LEBESGUE se A N Qy è misurabile 
per ogni N. 

E° facile provare che la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue 
è una o-algebra e che la MISURA DI LEBESGUE 


X(A) = lim A(ANQw) 


è o-additiva. 


1.4 Insiemi nulli e proprietà che valgono qua- 
si ovunque 


Sia A un insieme con questa proprietà: per ogni e > 0 esistono insiemi 
semplici A, tali che 


ACUR,, YmB)<e 


n>1 n>1 


Un insieme con questa proprietà si è chiamato un INSIEME NULLO. Ovvia- 
mente: 


e ogni insieme nullo è misurabile secondo Lebesgue e la sua misura di 
Lebesgue è 0 e viceversa; 


e ogni s.insieme di un insieme nullo è un insieme nullo. 


Gli insiemi nulli sono quindi “invisibili” per la misura di Lebesgue. Questo 
suggerisce di dire che una proprietà che vale in tutti i punti di un insieme 
Q, salvo che in quelli di un insieme nullo, vale QUASI OVUNQUE su £ e si 
scrive brevemente che essa vale q.o. £2. Per esempio diremo che una funzione 
è continua q.0. su € se l’insieme dei suoi punti di discontinuità è un insieme 
nullo. 
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Osservazione 30 Naturalmente esistono anche dei boreliani che hanno mi- 
sura nulla; ma un boreliano che ha misura nulla può contenere dei s.insiemi 
che non sono boreliani. Si chiama COMPLETA una misura per la quale ogni 
s.insieme di un insieme di misura zero è misurabile (e quindi ha misura zero). 
La misura di Lebesgue definita su £ è completa mentre la sua restrizione ai 
boreliani non lo è. BR 


Si vede facilmente che ogni insieme costituito da un solo punto è nullo. 
La o-additività della misura implica che ogni unione numerabile di insiemi 
nulli è un insieme nullo. In particolare, l’insieme dei razionali è nullo. E’ 
interessante provare ciò direttamente: 


Esempio 31 Sia (gn) la successione dei razionali in [0, 1]. Fissiamo e > 0 ed 
associamo a gn l’intervallo 


€ € 
Rn = ( nT7 5a In =) . 
In Mt 77 
Chiaramente, l’unione degli R, contiene i razionali di [0, 1] e YX}® A(Rn) < e. 
Dunque, l'insieme dei razionali di [0, 1] è un insieme nullo. 1 


E’ bene sapere che esistono anche insiemi non numerabili che sono nulli. 
Per esempio, è un insieme nullo l’insieme di Cantor?. Ciò si vede facilmente 
notando che la somma degli intervalli che si tolgono nella costruzione dell’in- 
sieme di Cantor, ossia la misura del complementare in [0,1] dell’insieme di 
Cantor, vale 1. 

Ricordiamo infine che il concetto di insieme nullo (in R) si è già incontrato 
nell’enunciato del teorema di Riemann-Lebesgue. 

Enunciamo ora formalmente un’osservazione già fatta, ed una sua conse- 
guenza: 


?ricordiamo la costruzione dell’insieme di Cantor in [0,1], che si fa per passi: al primo 
passo si divide I} = [0, 1] in tre sottointervalli di ugual lunghezza (ciscuno di lunghezza 
1/3 quindi) e si toglie l’intervallo centrale che chiamiamo J,. L’insieme rimanente, unione 
di due intervalli, si chiama /9. Ciascuno degli intervalli di /> si divide in tre parti uguali e 
da ciscun intervallo si toglie l’intervallo centrale. Sia J. l'unione degli intervalli tolti e /3 
la parte rimanente. Al passo k-mo si ha una unione /y di intervalli tutti della medesima 
lunghezza. Ciscuno di essi si divide in tre parti uguali e da ciscuno di essi si toglie quello 
centrale. Si indica con Ix+1 la parte rimanente di /x e con Jx l’unione degli intervalli tolti. 
L’insieme di Cantor è NI = [0,1] — (UJ£). Si prova che l’insieme di Cantor è infinito non 
numerabile. 


28 CAPITOLO 1. INSIEMI E FUNZIONI MISURABILI 


Teorema 32 Sia (An) una successione di s.insiemi di A: 
1. se A(An)= 0 per ogni n allora A(UAn)=0; 
2. se per ogni n vale A(A,) = A(Q) < +00 allora A(MA,) = A(0). 


Dim. La prima proprietà si è già notata, e discende dalla o-additività del- 
la misura. La seconda immediatamente discende dalla prima, passando ai 


complementari3. Infatti, essendo £ di misura finita, A(An) = 0 e quindi 


À (U Àn) =0 ossia ASIA (Vd.) | 
D'altra parte si ha ii 
UAn= An 
e quindi a 
X0,=A (V4.) A (MA) ca 


L’esempio £ = [0, +00), A, = [n, +00) mostra che la condizione A(0) < +00 
non si può rimuovere dall’ultimo enunciato. 


3si ricordi che la tilde indica il complementare. 
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1.5 Funzioni misurabili 


Da ora in poi, con “misura” intenderemo sempre la misura di Lebesgue. 

Definita la misura di Lebesgue, si potrà introdurre l’integrale di Lebesgue. 
Prima di tutto si definisce la classe delle FUNZIONI MISURABILI. Una fun- 

zione f(x) su R” si dice misurabile quando per ogni r è misurabile l’insieme 


{e |f(@)>r} 


E’ immediato mostrare che una funzione è misurabile se e solo se sono 
misurabili gli insiemi 


{e|f(@)2r} oppure {r]f()<r} oppure {e]f(e)<r}. 


E’ facile mostrare che una funzione f(x) è misurabile se e solo se anti- 
trasforma boreliani in insiemi che sono misurabili secondo Lebesgue?. 
Dunque: 


Teorema 33 Sia f una funzione misurabile. Allora |f| è misurabile. 
Dim. Infatti, 


f(€) > c 
\f(®)| = c quando oppure 


f(x) < ce 


e quindi l’insieme degli x per cui |f(x)| > c è l’unione di due insiemi misurabili 
e quindi è misurabile. n 


Si prova inoltre: 


Teorema 34 Sia (fn(x)) una successione di funzioni misurabili e siano 
P(1) = sup{Sfa(2)}, (2) = inf{fn(0)}. 


Ambedue le funzioni $(x) e W(x) sono misurabili. 


‘va detto esplicitamente che insiemi solamente misurabili secondo Lebesgue potrebbero 
venir antitrasformati in insiemi che misurabili non sono. 
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Dim. Proviamo l’asserto per la funzione @(x). Fissiamo r € R e consideriamo 
Are gol). 


Si ha x € X, se e solo se esiste n tale che f(x) > r. Dunque, 
belJelhorst 


L'insieme X, è misurabile come unione di insiemi misurabili. 

Proviamo ora l’asserto per la funzione w(x). Si potrebbe fare una dimo- 
strazione ugualmente semplice studiando gli insiemi su cui w(x) è stretta- 
mente minore di r. Seguiamo invece una via diversa. 

Fissiamo r € R e studiamo l’insieme 


Xr={r|y(x)2r}. 


Si ha x € X, quando per ogni k esiste un indice n = n(k, x) tale che f(x) > 
r— 1/k. 

Un indice n = n(k,x) per cui f(x) > r — 1/Kk esiste se e solo se x 
appartiene all’insieme 


Ufe150=r-1}. 


n 


Dunque, 
x=NU fel Je) =r-1} | 
k n 


Ciò mostra la misurabilità di X, e completa la dimostrazione. 8 


E° ora immediato dedurre: 
Teorema 35 Sia (fn(x)) una successione di funzioni misurabili e siano 
Pla) = imap fe); guej=tminf (0), 
Le funzioni f(x) e g(x) sono misurabili. 


Dim. Proviamo che l’asserto vale per f(x). L’asserto per g(x) si prova in 
modo analogo. Sia quindi 


{(#) = imeup fe): 


n 
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Per definizione, f(x) = lim sup,, fn(r) vuol dire 


f(x) =limgi(@), | @a(@) = supifn(2)}. 
Il Teorema 34 mostra che ciascuna delle @x(x) è misurabile. 
Si osservi che la successione di funzioni { dx (x)} decresce e quindi ammette 
limite e 


f(x) = limgx(1) = inf (2). 


La misurabilità di f(x) nuovamente discende dal Teorema 34. 1 


Osservazione 36 Usando il fatto che l’unione numerabile di insiemi nulli è 
un insieme nullo si vede facilmente che i risultati precedenti valgono anche 
se le funzioni che vi intervengono sono solamente definite q.0. 


Corollario 37 Sia (fr(x)) una successione di funzioni misurabili. Se il 
limite 
f(2) = lim fi(1) 


esiste q.0., allora f(x) è misurabile. 


Dim. Infatti, se il limite esiste questo coincide sia con lim sup fn(x) che con 
lim inf f(x), due funzioni la cui misurabilità si è già provata. n 


Osservazione 38 Si è già notato, e si prova facilmente, che se B è un bore- 
liano di R ed f una funzione misurabile, allora f7!(B) è misurabile secondo 
Lebesgue. Invece, la contrimmagine di un insieme misurabile secondo Le- 
besgue può non essere misurabile secondo Lebesgue. Di conseguenza, la 
composizione di funzioni misurabili non è generalmente una funzione misu- 
rabile. Invece, f(9(x)) è misurabile se f è misurabile secondo Lebesgue e 9g 
è “misurabile secondo Borel”, ossia antitrasforma boreliani in boreliani. E° 
questa una delle ragioni per cui l’introduzione della classe £ degli insiemi 
misurabili secondo Lebesgue non permette di “dimenticare” i boreliani. i 


Ricordiamo ora che una funzione è continua se e solo se antitrasforma 
aperti in aperti. Dunque: 


Teorema 39 Ogni funzione continua antitrasforma boreliani in boreliani e 
in particolare è integrabile secondo Lebesgue. 
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In realtà le funzioni misurabili secondo Lebesgue hanno relazioni assai 
profonde con le funzioni continue, espresse dai due teoremi seguenti, che non 
proviamo: 


Teorema 40 (di Lusin) Sia f una funzione misurabile su un insieme limi- 
tato ©. Per ogni e > 0 esiste un insieme chiuso F. tale che 


e \Q-F)<e; 
e la restrizione di f ad F. è uniformemente continua. 


Osservazione 41 Una funzione misurabile può essere ovunque discontinua, 
come è il caso della funzione di Dirichlet. E’ interessante vedere direttamente 
che la funione di Dirichlet su [0, 1] verifica la proprietà del teorema di Lusin. 
Per questo, introduciamo gli insiemi ,, costruiti all'esempio 31. Questi sono 
aperti e quindi aperta è la loro unione. Sia F. il complementare di Un>1Rh. 
Allora, A((0,1) — F.) < € e la restrizione di f ad F. è identicamente nulla 
perché F. non contiene razionali. Dunque, tale restrizione è uniformemente 
continua. 
La funzione di Dirichlet stessa è invece ovunque discontinua. n 


Un secondo teorema che lega le funzioni misurabili a concetti propri delle 
funzioni continue è: 


Teorema 42 (di EGOROV-SEVERINI) Sia 2 un insieme di misura finita e 
sta (fn) una successione di funzioni misurabili su ©, convergente q.0. ad una 
funzione f. Per ogni e > 0 esiste un insieme F. misurabile e tale che: 


e \(Q-F.)<e, 


e la restrizione ad F. delle funzioni f, è una successione di funzioni 
uniformemente convergente ad f. 


Le funzioni misurabili hanno anche una relazione importante con le fun- 
zioni a codominio finito. 
Chiameremo FUNZIONE SEMPLICE una funzione della forma 


r 


s(2) =) a;xa,(2) (1.12) 
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dove gli A; sono insiemi misurabili secondo Lebesgue e x4, è la funzione 
caratteristica di A;. Si ricordi che la FUNZIONE CARATTERISTICA di un 


insieme A è 
1 se rEA 


ul = (1 se a éA. 


Dunque, una funzione semplice è una funzione misurabile che ha codomi- 
nio finito. 
Va notato che: 


e gli insiemi A; in(1.12) non sono due a due disjunti. Quindi i valori della 
funzione non sono i numeri d;; 


e una medesima funzione semplice può rappresentarsi in più modi, me- 
diante scelte diverse degli insiemi A; e dei coefficienti a;, ma esiste 
una sola rappresentazione di s(x) tale che i numeri a; siano due a due 
diversi. In tal caso: 


— gli insiemi A; sono due a due disgiunti; 


— i numeri a; sono i valori della funzione. 


Vale: 


Teorema 43 Sia f una funzione misurabile. Esiste una successione di fun- 
zioni semplici (sn) convergente ad f. Tale successione non è unica ma se ne 
costruisce una con queste proprietà: 


e la(s,) è una successione monotona crescente (oppure decrescente) ossia 
Sn+1(0) > sn(x) per ogni x. 


e Se la funzione f è limitata allora la convergenza è uniforme. 
Dim. Supponiamo prima di tutto che f sia limitata, 
—M < f(e)< M. 


Dividiamo [-M, M] con i punti 
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Sia quindi 

Ane= fa] fe |-M+ii ome eni )), O0<k<zmn-1. 
Ciascuno degli A,z è misurabile e inoltre questi insiemi sono due a due 


disgiunti. 
Definiamo Ss, ponendo 


SIn(a)=-M+k— EA 
così che su 
0< f(x) — Sn(2) S Rù 


Si trova in questo modo una successione di funzioni semplici, (5) conver- 
gente uniformemente ad f. Una successione (sn) di funzioni semplici uni- 
formemente convergente ad f(x) e che inoltre è monotona, ossia tale che 
Sn(1) < Sn+1(x) < f(x) si ottiene scegliendo 


Sx) =sup{sglz) |k<n}. 


In modo analogo si costruisce una successione decrescente. 
Se f non è limitata, si costruisce prima la successione (fw), 


f(a) se N < f(a) <N 
fn(x)=< —N se f(a)<-N 
+N se f(a)>N. 


La (fw) converge ad f, non uniformemente; si approssima ciascuna fy con 
una successione di funzioni semplici (sn,v), come si è fatto sopra. E’ facile 
costruire ora una successione che converge ad f in ciascun punto. 

La costruzione di una successione decrescente che approssima f è analo- 
ga. 1 


Osservazione 44 Si osservi che le rappresentazioni ottenute per ciascuna 
delle funzioni 5,(x) ed s,(x) fanno intervenire insiemi due a due disgiunti e 
coefficienti due a due diversi. i 


Segue: 
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Teorema 45 le operazioni algebriche applicate a funzioni misurabili produ- 
cono funzioni misurabili. 


Dim. Si nota prima di tutto che le operazioni algebriche trasformano funzioni 
semplici in funzioni semplici. 

Si approssimino le funzioni misurabili mediante funzioni semplici, si e- 
seguano le operazioni e si usi il teorema 35. 8 


Osservazione 46 Abbiamo visto che il valore assoluto di una funzione misu- 
rabile è misurabile. Il viceversa non vale perché esistono insiemi che non sono 
misurabili secondo Lebesgue. Se A è uno di tali insiemi, la funzione f(x) = 1 
su A, f(x) = —1 su A non è misurabile, mentre |f(x)| è misurabile, essendo 
identicamente 1. n 
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Capitolo 2 


Integrale di Lebesgue 


Vogliamo ora definire l’integrale di Lebesgue. e studiarne le proprietà. 


2.1 La definizione dell’integrale di Lebesgue 


Il teorema 43 suggerisce di definire prima l’integrale delle funzioni semplici! 
e quindi l’integrale di una funzione misurabile f come limite degli integrali 
delle funzioni semplici che la approssimano. Per evitare però di incontrare il 
simbolo +00 — 00, conviene seguire la via seguente: definito l’integrale delle 
funzioni semplici, prima si definisce l’integrale di funzioni positive e poi si 
estende la definizione al caso dell’integrale di generiche funzioni misurabili. 


2.1.1  L’integrale delle funzioni semplici 


Sia s(x) una funzione semplice definita su un insieme (misurabile) O. Dun- 
que, 


s(2) = YO ajxa(0) (23) 


e gli insiemi A; sono misurabili. 
Supponiamo s(x) > 0. Il suo INTEGRALE è definito da 


r 


fs de = a;A(A;). 


j=l 
Isi ricordi che per definizione una funzione semplice è misurabile. Dunque il suo dominio 
è necessariamente un insieme misurabile. 
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Osservazione 47 Va notato: 


1, 


Una stessa funzione semplice può rappresentarsi in più modi. E’ però 
vero che il valore dell’integrale non dipende dalla particolare rappre- 
sentazione usata per calcolarlo. 


. l'integrale non dipende dall’ordine degli addendi. 


. una funzione semplice ha una unica rappresentazione ottenuta impo- 


nendo che i coefficienti a; siano tra loro diversi. In tal caso gli insiemi A; 
sono due a due disgiunti e i coefficienti a; sono i valori della funzione. 
Lavorando con questa unica rappresentazione conviene riordinare gli 
addendi in modo che i coefficienti a; si susseguano in modo crescente: 
Aj < Aj+1 


. il valore dell’integrale non dipende dall’insieme su cui la funzione è 


nulla e non dipende da uno degli insiemi A; se questo ha misura nulla. 
Quando si lavora con funzioni non negative, spesso conviene introdurre 
Ao = 0) ed ao = 0 in modo da rappresentare la funzione s(x) nella forma 


Tr di > di se j>1 
s(x) = ) ajxa, (£), { 450 Ax di ) se . ” k. (2.2) 
j=0 


Si noti che invece può essere ay = a] nel caso in cui a] = 0 ma come 
si è detto gli insiemi in cui la funzione è nulla non alterano il valore 
dell’integrale. 


. abbiamo imposto che la funzione sia non negativa perché alcuni degli 


insiemi A; potrebbero avere misura infinita. Se essi hanno tutti misura 
finita la definizione di integrale ha senso anche senza la condizione sul 
segno della funzione. 


Dciamo che la funzione semplice (2.1) è INTEGRABILE, intendendo che 
l’integrale possa non essere finito (ciò accade quando almeno uno degli insiemi 
A; ha misura infinita ed a; > 0). Se vogliamo intendere che l’integrale è finito 
allora diciamo che la funzione è SOMMABILE. 

Consideriamo ora una funzione semplice s(x) di segno qualsiasi e definia- 


mo 


s'(s) = max{s(2),0}, s (x) = — min{s(x),0}. 
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Ambedue queste funzioni sono semplici. Se una delle due è sommabile, si 


definisce 
fs de= fs @) de- 5) du (2.3) 


L’integrale in (2.3) è L’INTEGRALE DI LEBESGUE DELLA FUNZIONE SEM- 
PLICE. Si noti una conseguenza immediata della definizione: 


[solar fat [ae 


Anche in questo caso si dice che la funzione semplice s(x), di segno 
qualsiasi, è SOMMABILE quando il suo integrale esiste finito; ossia quando 
ambedue le funzioni s*(x) ed s7(x) sono sommabili; altrimenti, quando al- 
meno una delle funzioni s*(x) od s (x) è sommabile, diciamo che s(x) è 
INTEGRABILE. 

Sì noti che “integrabile” non esclude che l’integrale sia finito e che molto 
spesso si usa “integrabile” come sinonimo di “sommabile”?. 

E’ del tutto ovvio che le usuali proprietà dell’integrale, linearità, monoto- 
nia ed additività, valgono per l’integrale delle funzioni semplici definito sopra; 
ed è ancora vero che il prodotto di funzioni semplici sommabili o integrabili 
è integrabile. Se la funzione semplice non si annulla, anche il suo reciproco è 
integrabile. 

Se la funzione caratteristica di ciascuno degli insiemi A; è integrabile 
secondo Riemann (e quindi in particolare il suo integrale è finito) allora la 
funzione s(r) ammette integrale di Riemann e l’integrale di Riemann e l’in- 
tegrale di Lebesgue hanno lo stesso valore. In generale però una funzione 
semplice non ammette integrale di Riemann perché la funzione caratteristica 
degli A; può non essere integrabile secondo Riemann. Ciò nonostante, l’in- 
tergrale di Lebesgue di una funzione semplice? può calcolarsi calcolando un 
opportuno integrale di Riemann. Ciò mostriamo ora. 

Supponiamo che la funzione semplice s(x) sia non negativa e che l’insieme 
O abbia misura finita. Rappresentiamo s(x) come in (2.2) e introduciamo gli 
insiemi 


Qx = Ag414UAg43U--<UA, così che A(Qk) = A(Ax41) +A(Ak+2) DIE MAr) E 


?la ragione è che il concetto di integrale può estendersi a funzioni che prendono valori 
in insiemi non ordinati, per esempio a funzioni a valori complessi. In tal caso non ha senso 
parlare del segno e la somma (2.2) non ha senso se uno degli insiemi ha misura infinita. 

Se come vedremo, di qualunque funzione. 
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Osserviamo: 
e si ha A(Qx+41) > A(Q4)A(0); 
e l'insieme 0, è caratterizzato da 


(ela 


Ora rappresentiamo l’integrale di s(x) come segue. In questa rappre- 
sentazione usiamo esplicitamente ag = 0 e A(0) < +00 così che agA(0) = 


0. 
fs da 


= a0A(Ao) + a1A(A1) + a2A(A2) + + + - @p-2A(A,-2) + Gr 1A(Ar-1) +@A(Ar) 
= —@9A(Lo) + a1[A(Lo) — A(A3)] + a2[A(01) — A(Q0)] +. 
+-+ @p_g[A(9,-3 — A(A-2)] + ap1A(-2) — A(Q,_1)] + a A(Qp_1) . 


Raccogliendo i termini che hanno il fattore A(0,) comune si trova 


fs) dr = (a, — 40)A(Lo0) + (12 — a1)A(A1) + (az — a2)A(A0) 
+: (Gr_1 — Gp_2)A(Q-2) + (G, — @p_1)A(Qp-1) (2.4) 


La somma a destra è la somma di Riemann di una funzione costante a tratti, 
costante su ciascuno degli intervalli* [a;, 4;+1). Dunque, fa s(x) dr è uguale 
all’integrale di Riemann della funzione A,(t) con 


As(t) = A({x | s(x)>t}) (sinoti che A;(t)=0sey>ar). 


La funzione A,(t) si chiama la FUNZIONE DI DISTRIBUZIONE di s(x). Abbia- 
mo così provato: 


Teorema 48 Supponiamo che la funzione semplice s prenda valori non nega- 
tivi. Allora,” 


/ Sag si a. (2.5) 


4si noti che il fatto che quest’intervallo sia aperto o chiuso o semichiuso non influisce 
sul valore dell’integrale. Lo scriviamochiuso a sinistra e aperto a destra convenienza. 

Sl’integrale a destra è l’integrale di Lebesgue di una funzione semplice appena definito 
mentre l’integrale a sinistra è limr_+o0 È As(t) dt, limite di integrali di Riemann di una 
funzione decrescente. 
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Si noti che nel teorema non abbiamo riportato l’ipotesi che £ abbia misura 
finita. Infatti, l'uguaglianza (2.5) vale anche se f(x) dr = +00 pur di 
interpretarla in questo modo: 


e se fp 5(x) de = +00 allora s(x) è costante e strettamente positiva su 
(almeno) uno degli A; per cui A(A4;) = +00; 


e in questo caso A(Q) = +00 per ogni k < è così che 


\s(t) = +00 per t € [0,a;)edè a; > 0. 


e si definisce quindi f, ° A,(v) dv = +00. 


2.1.2 L’integrale delle funzioni misurabili positive 


Sia f(x) una funzione misurabile, non negativa. Sia (sn) una qualsiasi 
successione di funzioni semplici crescente ad f. Definiamo 


fi de — tim | sn (0) dr. 


Naturalmente, perché la definizione abbia senso dobbiamo provare che es- 
sa è indipendente dalla particolare successione di funzioni semplici scelta. 
Premettiamo un lemma che verrà utile anche in seguito: 


Lemma 49 Sia (sn) una successione crescente di funzioni semplici non ne- 
gative e sia 5(x) una funzione semplice. Se 


lim sn(x) > S(2) Vr EQ 


lim J da J, ode, 


Dim. Se A(0) = +00, scegliamo una successione (B,) di insiemi tutti di 
misura finita, crescente e tale che 


+00 
(|Be=d: 
r=l 


allora 


Proviamo: 


lim sad > f S(a) dx (2.6) 


n B, 
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per ogni r. Ciò fatto, la diseguaglianza su 2 seguirà da 


im / sala) de > lim f Aa) de> f S(a)da 
n Ja " JB By 


per ogni r. 
Ricapitolando, basta lavorare su un fissato insieme B di misura finita. 
Proviamo che su tale insieme vale 


tim f CA (re) Loira J sf) da. 

" JB B 

Fissiamo e > 0 e consideriamo gli insiemi 
A={0 € B |Sala) > S(2) =}. 


Chiaramente, la successione di insiemi (A,) cresce e inoltre, da lim s,(x) > 


S(x), si ha 
+00 
(JA,=B. 
n=1 


Posto Y,, = B — An, la successione di insiemi (Y,) decresce e NnYn = 0. 
Inoltre, B ha misura finita. Dunque, dal Teorema 13, lim[A(B — A,)] = 0. 
Inoltre, 


Sn(1) > (5(2) — )xan (1). 


Dunque, 


Si ricordi che 5(x) è una funzione semplice, e quindi è limitata, 
D< sta) G 


e che B è limitato. Dunque, 


IAA s(e) de 


lim 
n 


< lim [CA(B — A4,)]=0. 
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Quindi, per n abbastanza grande valgono ambedue le disuguaglianze seguen- 
ti: 


J S(a)da <e, J &gle) de > J S(x) dx — [A(B) + 1Je. 
B-An B B 
La disuguaglianza richiesta segue dall’arbitrarietà di e. i 

Possiamo ora provare: 


Lemma 50 Due successioni (sn) ed (Sn) di funzioni semplici e non negati- 
ve, ambedue crescenti e convergenti alla medesima funzione f non negativa, 


verificano 
im f Glide lim f Sal& de, 
n Ja n JO 


Dim. Basta provare 
lim / Sede im / ia)de. 
È a E a 


L’uguaglianza segue invertendo il ruolo di (sn) e di (5n). 
Si noti che 
lines) =) 24) 


per ogni £. Dunque, dal Lemma 49, si ha che 


lim J, lot J, ila da. 


per ogni £. Passando al limite rispetto a & si trova la disuguaglianza voluta. 8 


Definitione 51 Per il modo come abbiamo definito l’integrale delle funzioni 
misurabili positive, 


fimar=o 
Q 
e, può essere, +00. Diremo che f(x) è SOMMABILE se l’integrale è finito. 


Diremo che la funzione è INTEGRABILE sia quando l’integrale è finito che 
quando è +00. 1 
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Dato che le usuali proprietà di monotonia, linearità e additività rispetto 
al dominio valgono per gli integrali delle funzioni semplici, queste si trasfe- 
riscono agli integrali delle funzioni positive. 

La definizione di integrale ed il Lemma 50 mostrano: 


Lemma 52 Vale: 
(56) de = sup { fx(0) ae, x(2) semplice, x(2) < 1(2) } . en 


Osservazione 53 (Sulla terminologia) In questo corso cercheremo di usa- 
re il termine “sommabile” quando è essenziale che l’integrale sia finito. Però 
bisogna avvertire che nella pratica il termine più usato è “integrabile”, spesso 
lasciando al lettore di capire se si vuole anche che l’integrale sia finito. 


La costruzione dell’integrale approssima f(x) con successioni di funzioni 
semplici e le successioni debbono essere decrescenti. Vorremmo svincolarci 
da questa condizione sulla monotonia delle successioni approssimanti. Ciò 
è solo in parte possibile come conseguenza dei teoremi relativi allo scambio 
di limiti e integrali. Si vedano le osservazioni 55 e 75. Ora limitiamoci a 
provare proviamo un risultato parziale che dà anche un’idea delle difficoltà 
che si incontrano se vogliamo lavorare con successioni decrescenti: 


Teorema 54 Sia f(x) > 0 una funzione misurabile e limitata definita su 
un insieme © di misura finita. 

Sia (Sn(x)) una successione limitata di funzioni semplici e la successione 
sia decrescente, 


Spoala) < Salt) < SM. 
Si ha: 


n4+00 Nn4+00 


lim S.l)=f(2) vee > lm | So de= f jd. 


Dim. Si fissi una qualsiasi successione crescente (s,(x)) di funzioni semplici 
non negative e tale che 
limi sl) 


N++00 


Dalla definizione di integrale, 
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si vede che va provato 


inf t/ i, n o} = ln N fo) Lele 
Q n++00 Q 


n4H+00 


= lim Sy) dé = sup {/ Sale)dae, > o} 1 
O) O 


Dunque va provato quanto segue: 


Vedano M J Sn (a) de — J Sn(1) da < € (2.8) 
O a 


(si osservi che la differenza degli integrali è non negativa). La dimostrazione 
è analoga a quella del Lemma 49. 

Prima di tutto notiamo che grazie alla limitatezza della successione (5,(x)) 
e al fatto che s,(x) > 0 si ha 


DS) = sl e) MM. (2.9) 
Si fissi o > 0 e per questo fissato valore di o si definisca 
Bio | Sy 0) 42) >}. 


La successione (.5,(x) — sn(r)) decresce e quindi anche la successione di 
insiemi n + Bn decresce. Inoltre, 


lim [S,(x) — sn(2)]=0 Va € O e quindi () Ea 


n4+00 
n>0 


Ora interviene l’ipotesi che © ha misura finita così che 
AlBaa) sS A(B1,0) Ss A(Q) < +00. 
Dal Teorema 14, 
liti. Alba) =0. 


Nn++00 


Esiste quindi un N; tale che 


> Ne = MB) <è: (2.10) 


46 CAPITOLO 2. INTEGRALE DI LEBESGUE 


Usando le proprietà (2.9) e (2.10) stimiamo la differenza degli integrali 
in (2.8) pern> No: 


0< [Sos de= (n [Sn (a) =Sn(2)] ar+ f [Sn(x)—sn(e)] de 


Bn,o 


<A(0) sup [Sn(x) — Sa(£)] + MA(B,.0) < (A(0) + M)o. 
La proprietà (2.8) segue scegliendo o = e/(M + A(0)). 1 


Osservazione 55 Si noti che il teorema precedente non vale su insiemi di 
misura infinita. Per esempio la funzione f(x) = 0 ha integrale nullo su R 
mentre le funzioni S,,(x) con S,(x) = 1/n hanno integrale uguale a +00 per 
ogni n. Dunque, gli integrali delle 5, (7) non convergono a quello di f(x). i 


2.1.3 Funzioni integrabili 


Sia ora f una generica funzione misurabile. Associamole le due funzioni 


fi(1) = max{0, f(2)}, = f-(2) = max{0, —f(2)} 


così che 
Lied Lo 


e inoltre 
f(@)= fe) f-(),  |f()|=f(2)+f (2). 


Definitione 56 Diciamo che la funzione f è SOMMABILE se ambedue le 
funzioni f, ed f_ sono funzioni (positive) sommabili, e quindi con integrale 
finito, e in tal caso poniamo 


fi de= f fd f 110) de 


Se accade che una sola delle due funzioni f, oppure f_ ha integrale +00, 
allora diremo che f(x) ha integrale +00 oppure —co0. Il termine SOMMABILE 
indica funzioni il cui integrale è finito mentre f è INTEGRABILE quando il 
suo integrale esiste, finito o meno. 

L’integrale che abbiamo così definito si chiama INTEGRALE DI LEBE- 
SGUE. E 
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Si osservi che ogni funzione misurabile di segno costante è integrabile. 


Osservazione 57 (Sulla terminologia) Avvertiamo nuovamente che nel- 
la pratica il termine più usato è “integrabile”, spesso lasciando al lettore di 
capire se si vuole che l’integrale sia finito. & 


E’ immediato dalla definizione di integrale: 


Teorema 58 Una funzione misurabile f(x) è sommabile se e solo se |f()| 
è sommabile. 


Si noti che questa è una proprietà specifica dell’integrale di Lebesgue. 
Infatti, per esempio, 


+00 T +00 
J sin'ede= f7. J | sin 2|dr = +00. 
D- 2 —00 


E’ ancora vero che valgono le usuali proprietà dell’integrale: 
Teorema 59 Siano n e g(x) funzioni sommabili. Vale 

e Solaf(2) + 892] de = a Sn f(2) de +8 fog(® 

e se f(x) < g(a) allora fo f(a) de < fn 9(1) de; 

e vale |[f2f(©) dae] < Splf(c)| de 


e se L= QU con AQ e Q, misurabili e disgiunti allora 


fio )de= | f()de+ f {(0) de 


2.2 Integrale ed insiemi nulli 


Chiaramente, una funzione semplice nulla q.o. ha integrale zero. Più in ge- 
nerale, sia |f(x)| = 0 q.0. Ogni funzione semplice non negativa maggiorata da 
f ha integrale nullo; e quindi, se (s,) è una successione crescente di funzioni 
semplici che converge a tale funzione f si ha 


{li)tae=tm f lsufa)tar=0. 


Più ancora: 
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Teorema 60 Una funzione f(x) > 0 q.0. ha integrale nullo se e solo se è 
nulla q.0. 


Dim. Si è già detto che se f è q.0. nulla su £ allora il suo integrale è nullo. 
Mostriamo il viceversa. Sia dunque 


f(x) >0qo. rx EQ, fima=o. 
Q 
Introduciamo gli insiemi 


A={e|f@}#0} 4,={e|f@)}=1/Mm}. 


La successione di insiemi (A,) è crescente e A = UnAn. Dunque, dal 
Teorema 14, si ha che 
A(A) = lim AAn). 


Ma, 
0<ZAA)< | slo)de< f je) dr=0. 
n An a 
Dunque, A(A,) = 0 per ogni n, così che anche A(A) = 0. 1 
Inoltre: 


Teorema 61 Sia 
An={2||f(@|> n}. 


Se f(x) è integrabile allora 
lim A(An)=0. 


Dim. Basta studiare il caso in cui f(x) > 0. In tal caso vale 


0<nA(An) < , {adr f fa) da 


e quindi 


demi nt Fe)de=0g 
n nnJa 
Osservazione 62 Usa chiamare NA, l’insieme su cui “f è infinita”; e quindi 
dire che “una funzione integrabile è finita q.0.”. Questo vuol dire semplice- 
mente che ad f(x) non si attribuisce “valore” +00 salvo che su un insieme 
nullo; e ciò non influisce sul valore dell’integrale. 
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2.3 Integrali di Lebesgue, di Riemann e im- 
proprio 


Ricordiamo che l'integrale di Riemann si definisce per funzioni limitate defi- 
nite su insiemi limitati. 

Sia l’integrale di Riemann che quello di Lebesgue si ottengono “approssi- 
mando” la funzione da integrare con funzioni semplici; ma, nel caso dell’in- 
tegrale di Riemann, le funzioni semplici si ottengono “affettando” il dominio 
della funzione, e quindi sono funzioni costanti a tratti. Nel caso dell’integrale 
di Lebesgue le funzioni semplici che approssimano una funzione misurabile 
f(x) si ottengono “affettando” il codominio della funzione, si veda la costru- 
zione nel Teorema 43: sono ancora funzioni che prendono un numero finito di 
valori ma gli insiemi su cui esse sono costanti sono generici insiemi misurabili 
secondo Lebesgue. Ciò nonostante esistono relazioni tra i due integrali. In- 
fatti, il teorema di Riemann-Lebesgue, Teorema 4, mostra che una funzione 
integrabile di Riemann è continua q.o., e quindi misurabile. Essendo anche 
limitata e definita su un insieme limitato, essa è anche integrabile secondo 
Lebesgue, e non è difficile vedere che i due integrali hanno lo stesso valore®: 


Teorema 63 Una funzione (limitata definita su un insieme limitato) che è 
integrabile secondo Riemann è anche integrabile secondo Lebesgue ed i due 
integrali hanno il medesimo valore. 


La definizione di integrale improprio è invece sostanzialmente diversa dalla 
costruzione di Lebesgue, ed esistono funzioni che ammettono integrale impro- 
prio senza avere integrale di Lebesgue. Tra queste anche funzioni importanti 
per le applicazioni, come per esempio le funzioni 


Me Meda. 


rL 


Si sa che queste funzioni ammettono integrale improprio, senza essere asso- 
lutamente integrabili; e quindi non possono avere integrale di Lebesgue, per 
il Teorema 58. Tuttavia, se l’integrale di Lebesgue di una funzione f esiste, 
questo ha sempre una relazione con un opportuno integrale di Riemann. Vale 


6Il Teorema 4 è stato enunciato per funzioni di una variabile ma si può provare in ogni 
dimensione che una funzione integrabile secondo Riemann è integrabile secondo Lebesgue 
e che i due integrali hanno lo stesso valore. 
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infatti il teorema seguente, che generalizza il teorema 48. Introduciamo la 
FUNZIONE DI DISTRIBUZIONE della funzione misurabile non negativa f, 


x; = Mx 2 fa) >1}). (2.11) 


Chiaramente la funzione A; è definita su [0, +00) e decrescente; e quindi 
integrabile nel senso dell’integrale improprio di Riemann. Vale: 


Teorema 64 Sia f(x) una funzione misurabile su ©, q.o. non negativa e 
limitata. Supponiamo che £ abbia misura finita. Allora 


fi de= Li Ap(t) dt. (2.12) 


Dim. Per ipotesi, esiste M > 0 tale che 0 < f(x) < M. Dunque A;(t) = 0 


per t > M e quindi 
+00 M 
f'ada=f 0a. 
0 0 


L’integrale o Ar(t)dt esiste nel senso di Riemann perché la funzione inte- 
granda è monotona decrescente. 

Facciamo intervenire la definizione dell’integrale di Riemann di Ay(t), 
che si ottiene in questo modo: per ogni numero naturale n si divide [0, M], 
dominio di A;(t), in segmenti [t;, t;1], ove 


Essendo A; decrescente, vale 


n-1 


n-1l M 
Vasta = 4]= f asl )dt2 Yalta = A] (219) 
i=0 0 


Sapendo già che A;(t) è integrabile, perché è decrescente, si ha: 


M 
/ Ap(t) dé= lim. peo bs 4] - da, Ta sa) bi 1] 


(2.14) 
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Consideriamo la somma a sinistra in (2.13). Notando che to = 0 si ha 


LD As(ti)lti41 — til = Ap(to)(t1 — to) +Ar(t1)(t2- t1) 


+Ap(ta)(t3 — ta) ++ Ap(tn-1)(tn — tn_1) 
= t1[A;(to) = Ap(t1)] + ta[Ay(t1) vai A;(t2)] 
+00 + tnlAp(tn-2) — Af(tn-a)] + tnAf(tn-1) — Apt] 
Si ricordi infatti che A;(t,) = Af(M)=0. 

Va osservato che in questo calcolo si è esplicitamente usata la condizione 
A(0) < +00 che implica che ogni differenza [A;(t;-1)-A;(t;,)] è una differenza 
tra numeri, ossia non compare il simbolo +00 — 00. 

Notando 


Ap(ti) - Af(ti4i) = AMA), Ai={e]ti< f(2) Stil. 
si vede che la somma di sinistra in (2.13) è l'integrale su © di una funzione 
semplice 


n-1 n-1 


DO As(t)ltu4i—t] = tA(4) = ni sSn(x) dr esu A;sihat;< f(e) < ta. 
Q 


i=0 i=0 
Dunque s,(x) è funzione semplice minorante f(x). In modo analogo si 
vede che la somma di destra è l’integrale di una funzione semplice Sn(%) 
maggiorante f(x): 


L As(ti)lti41 — ti] = feat) da 


< J, f() de 


< (5.0) da = d Afliaa)fir= tl: 


i=0 
Passando al limite per n + +00 i due limiti, a sinistra ed a destra, coincidono 
e, come si vede da (2.14), il valore comune è iS \;(t)dt. Si trova quindi 
l’uguaglianza che volevamo: 


[ama f sera î 
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Osservazione 65 Notiamo una discrepanza tra i due teoremi 48 e 64: nel 
primo teorema non abbiamo avuto bisogno dell’ipotesi A() < +00 che invece 
è stata esplicitamente usata nella dimostrazione precedente. Vedremo più 
avanti, nel Teorema 70, che il Teorema 64 vale anche se A(0) = +00 e anche 
se f(x) non è limitata. 1 


2.4 Limiti ed integrali di Lebesgue 


Una ragione importante per introdurre un integrale più generale di quello di 
Riemann è di trovare teoremi migliori per lo scambio del segno di limite e di 
integrale”. Questi teoremi mostriamo ora. 


Teorema 66 (di BEPPO LEVI o della CONVERGENZA MoNOTONA) Stia (fn) 
una successione crescente di funzioni misurabili, che verifica 


fala)=0, lim f.(x)= (rc) 40. r €92. 


Allora, 
lim pd Puo: 


Non si esclude che l’integrale di f(x) possa essere +00. 


Dim. Escludendo da £ l’insieme (di misura nulla) dei punti nei quali la 
successione (f,) non converge ad f, si vede che basta studiare il caso in cui 
(fn) converge ad f su Q. 

La funzione non negativa f, essendo limite di funzioni misurabili, è misu- 
rabile e quindi il suo integrale esiste, può essere uguale a +00. 

Notiamo che la condizione fn(x) < f(x) implica 


J/ fn(&) de < J, f(x) dr così che lim J/ fn(&) de < ri f(@) de 


"si ricordi che il segno di limite e quello di integrale di Riemann si possono scambiare 


se c'è convergenza uniforme, proprietà troppo forte per molte applicazioni, per esempio 
alla serie di Fourier. Questo risultato si può un po’ migliorare. Infatti, se fn(e) > f(x) 
puntualmente su [a,b] e se si può provare che f(x) è continua allora lim ih fn(a)da = 
in f(x)dx. Ma in genere provare la continuità di una funzione limite puntuale ma non 
uniforme è tutt'altro che facile. 
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e quindi la proprietà da provare è: 


lim / {dr= f fd. 


Ricordiamo la (2.7), ossia 


farsa { fx) ar, x(0) semplice, xa) < 1(0) }. 


Dunque basta provare che se x(x) > 0 è una qualsiasi funzione semplice tale 
che x(x) < f(x) allora vale 


lim / {sede = f xo)de. 


Fissiamo quindi una qualsiasi funzione semplice x(x) tale che 0 < x(x) < 
f(x) per ogni x € Q. 

Le funzioni fn(r) possono essere illimitate. Introduciamo le funzioni 
limitate g,(x) definite da 


In(c) = min{fn(2), x(2)}. 


Si noti che 
0< gn(e) < fa(), = limgn(c) = minflim fn(e), x(2)} = x(x) (2.15) 


perché lim fn(x) = f(x) > x(x). Inoltre, le funzioni gn(r) sono limitate 
perché maggiorate dalla funzione limitata x(x). 
Il teorema è provato se si può mostrare che 


lim / g.@ar= f x)de. (2.16) 


Proviamo che la proprietà (2.16) vale costruendo una nuova successone 
crescente (Xn(x)) di funzioni semplici tali che 


ta) < gx), lim f t(0) de | xa) da. 


La successione (Xn(r)) si costruisce in due passi: 
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Passo 1) 


Si ricordi che le funzioni misurabili e limitate si possono approssimare 
uniformemente da sotto con funzioni semplici. Quindi, ricordando la dimo- 
strazione del Teorema 43, per ogni n e per ogni k si può trovare una funzione 
semplice xn,x(r) e tale che 


QC) — FS xmK(£) S gul2) 


lin J/ aloe / dla 


Esiste quindi k, tale che 


(2.17) 


Si ha quindi 
lim Xn, kn () = limgn(2) = x(2), 


ima f xma, (0) da = lim / #0) da. (2.19) 
» O 


Passo 2) 


La successione (Yn(r)) appena costruita non sarà in generale crescente. Modi- 
fichiamola come segue. Notiamo che se r < n si ha 


Xe) Sale) gal) 


e quindi anche la funzione 


Xn(x) = max{x1,#1 (1), X2,62 (0). Xn,kn(2)} 


verifica le proprietà in (2.18) ed inoltre per ogni x si ha 


Xn, kn (€) S Xn(1) S Xn41(1) S In4i (1), = limXn(x) = x(2) 


Ssi noti che la disuguaglianza tra gli integrali non si ottiene integrando la disuguaglianza 
tra le funzioni perché potrebbe essere A(0) = +00. Essa discende da non discende dalla 
disuguaglianza tra le funzioni, perché 9 può avere misura infinita. Essa discende da (2.17) 
e quindi è conseguenza della definizione dell’integrale della funzione gn (x). 
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(il limite discende da (2.15) e da (2.19)). Basta quindi provare che 


tn J, bile ni aa 


Questa proprietà discende dal Lemma 49 perchè la successione di funzioni 
non negative (%,(x)) è crescente e converge puntualmente a x(x). n 


Osservazione 67 Il teorema della convergenza monotona può applicarsi 
anche se le funzioni non hanno segno costante, purché valga 


91) < fn) < fa (2), limfn(e) = f(2) 


con g(x) funzione sommabile. Infatti, basta applicare il teorema alla succes- 
sione (fn — 9g) ed alla funzione f — g. Si può applicare anche se le funzioni fn 
sono negative (o almeno maggiorate da una funzione g sommabile) e conver- 
gono, decrescendo, ad f. Basta infatti applicare il teorema alla successione 
(-fn) ed alla funzione — f. Però, senza condizioni di questo tipo l’asserto del 
teorema non vale, come mostrano gli esempi seguenti: 
Es. 1. Sia ì 

ù selfSroesto 

Sn (1) = Î 0 altrimenti. 

Allora, lim f, (x) = f(x) = 0 q.o., ma gli integrali delle f,, valgono 
tutti 1. 


Si noti che la successione (fn) non è monotona. 


Es. 2. Sia 
1 se0<ar<n 


0 altrimenti. 


n =d 


Allora, lim f(x) = f(x) = 0 per ogni x, ma gli integrali delle f,, valgono 
tutti 1. 
Ancora, la successione (fn) non è monotona. 


Es. 3. Quest’esempio si è già visto nell’osservazione 55. Sia 


per ogni x. La successione (f,) è ora una successione di funzioni positive 
con limite f(x) = 0; ma la successione è decrescente. Ciascuna delle f, ha 
integrale +oo mentre f ha integrale nullo. 
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Mostriamo ora alcune conseguenze immediate del Teorema della Conver- 
gemza Monotona. 


Corollario 68 Sia f(x) > 0 e sia (Q,) una successione di insiemi misura- 
bili, tali che 


On AQ,  UM=0Q. 


Vale: 
fim f. f(e)de= [i da . 


Dim. Sia xn(x) la funzione caratteristica di £,. La successione di funzioni 
non negative (yxnf) è crescente e converge ad f. Inoltre, 


(dr= | w(0)f(a) da. 
Qn Q 
Il corollario segue applicando il teorema della convergenza monotona alla 
successione crescente di funzioni (yxn(x)f(x)). 


All’inizio del paragrafo 2.3 abbiamo visto che i due concetti di integrale di 
Lebesgue e di integrale improprio sono indipendenti. Non è così se le funzioni 
hanno segno costante: 


Corollario 69 Siano f(x) definita su (a, b] e g(x) definita su [T,+00) am- 
bedue positive e localmente integrabili secondo Riemann (ossia integrabili su 
sottointervalli compatti del loro dominio). Gli integrali impropri ih Te) 
e K'ao) dx coincidono con 1 rispettivi integrali di Lebesgue. Dunque, più 
in generale, ogni integrale improprio di funzione di segno costante e local- 
mente integrabile secondo Riemann coincide con l’integrale di Lebesgque della 
funzione. 


Dim. Il Teorema di Riemann-Lebesgue (Teorema 4) mostra che le funzioni 
f(x) e g(x) sono misurabili e quindi, essendo positive, integrabili secondo 
Lebesgue. 

Per definizione degli integrali impropri, 


b b 
J f(e)de= lim Fe) da, 
#0 n++o0 SEL 


J g(a)de= lim gle)de. 


n4+00 T 
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La successione di funzioni non negative? (f()x{a+1/n}(®)) è crescente e 
converge ad f su (a, b] e quindi per il Teorema 66 si ha 


b b 
fi@ar= im f fd = tm {so rmrmata) da OTRRECI 


n++00 a+1/n n++00 
definizione di integrale improprio re ee gr 
b 
= f(e)da 
v a 
Teor. 
66 


integrale di Lebesgue 


Infatti, l’ultimo integrale è un integrale di Lebesgue perché ottenuto appli- 
cando il Teorema 66. 

In modo analogo si tratta l'integrale improprio su [T, +00). Si introdu- 
ce la successione crescente di funzioni non negative (f(2)x{r,n}(x)). Questa 
successione di funzioni converge puntualmente ad f(x) e quindi 


+00 +00 
Hadr= lim f fd inf {xa de 
T nhae+4oa nI+00 T 
——___________€____» 
definizione di integrale improprio integrale di Lebesgue 
+00 
= td. 
di, + (©) 


Teor. 


integrale di Lebesgue 


L’asserto in generale segue dal fatto che un integrale improprio per esem- 
pio su (-00, +00) e/o quando la funzione ha limite infinito in un numero 
finito di punti, è definito iterando un numero finito di volte le procedure 
appena descritte. 


Notiamo ora che, come conseguenza del Teorema della Convergenza Mo- 
notona, le ipotesi di limitatezza si possono rimuovere dal Teorema 64. 


Teorema 70 Sia f(x) una funzione misurabile sull’insieme misurabile O, 
q.o. non negativa (la funzione f(x) può essere illimitata e l’insieme I può 
avere misura infinita) e sia A;(t) la sua funzione di distribuzione definita 


in (2.11). Allora 
[i de = / AFC (2.20) 


?ricordiamo che XA indica la funzione caratteristica di un insieme A. 
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Dim. I valori degli integrali in (2.20) non cambiano se ad O si sostituisce 
l’insieme QN{« | f(x) > 0}. Dunque possiamo supporre che f(x) sia ovunque 
positiva. 

Prima supponiamo A(0) < +00. Se f(x) è illimitata definiamo 


N f(x) se 0<f(a)<N 
J ={ / se i 


Il Teorema 64 mostra che 
+00 
J Piade= J \pw(t)dt. (2.21) 
Q 0 


La successione (f(x)) è una successione crescente di funzioni positive e 
quindi, per il Teorema della Convergenza Monotona. 


lim / S")dr= | fade. 


Anche la successione (Ayw(t)) è un successione crescente di funzioni non 
negative ed inoltre vale 


limA,y() = 500) 
per ogni t fissato. Per vederlo, consideriamo, con + fissato, gli insiemi 
Ana={a|{"@)>9,  A=fef@)>d. 
La successione di insiemi N + Ay; è crescente ed inoltre 
Ans CA; perché fM(2) < f(2). 
Se esite xo € Ax, co € UnszoAn, allora si ha 
fw(co) <t< f(xc0) e quindi limy fy(xo) < f(xo) 


mentre invece limy_,4+00 f (10) = f(co). 
Dunque A, = UyzoAn,4 e dal Teorema 14 si ha 


lim Ag, (8) =Ay(0). 


L’uguaglianza richiesta segue dal Corollario 69. 
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Ora supponiamo che A(0) = +00. Introduciamo 
Qy=QN{e]]e<N}, Sx = f(2)xoy(2) 


(xay(x) è la funzione caratteristica di 9y). E’ chiaro che (fw(x)) è una suc- 
cessione di funzioni non negative crescente ad f(x) e che (Ayy(t)) è anch’essa 
una successione crescente di funzioni non negative. 

La successione di insiemi 


Nb Ans= {x f(2)>t, [le] <N} (con + fissato) 
è una successione crescente di insiemi e 
UU) An:= {21 f()>%} 
N>0 


così che 
lim Apy (0) = im Any) = M{2 | f@) > M) = A) 


L’uguaglianza (2.20) segue ancora dal Teorema della convergenza monotona 
e dal suo Corollario 69. 


Osservazione 71 Se ;(t) è finita per ogni t allora l'integrale a destra 
in (2.20) è un integrale improprio, limite di integrali di Riemann perchè 
A;(t) è decrescente. Potrebbe però essere \;(t) = +00 se t € (0, €) per un 
e > 0. In tal caso l’integrale è infinito sia per definizione che come limite 
degli integrali di Ayy(t). Si confronti col caso analogo incontrato quando la 
funzione f(x) è una funzione semplice nel Teorema 48. L 


Il teorema della Convergenza Monotona talvolta si usa direttamente, co- 
me nella dimostrazione del Teorema 70; più spesso se ne usano le conseguenze 
seguenti: 


Teorema 72 (di LEMMA DI FATOU) Sia (fn) una successione di funzioni 
integrabili su £2 e sia 


he) 20 qo ac, f@)=limfn(e) qo rx €Q. 


Allora vale 


J f(x) de < lim inf J, fn(&) de. 
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Dim. La funzione f è non negativa e quindi il suo integrale esiste, eventual- 
mente +00. Inoltre, 


J, H)da= J/ [tim fp (2)] de = J [tin ia {fn(0)} de. (2.22) 


n m>n 


Si noti che la successione 


è crescente. Si può quindi usare il teorema della convergenza monotona e si 
vede che l’ultimo integrale in (2.22) è uguale a 


lim inf{f(e)} de =lm inî f inf {fm(x)} da < lim int f fn(e)da. 1 
ni3+ Q >n Nn++00 Q 


N4+00 Q m> 00 


Proviamo infine il teorema che si usa più comunemente: 


Teorema 73 (DI LEBESGUE 0 DELLA CONVERGENZA DOMINATA) Sia g una 
funzione non negativa e sommabile e quindi valga 


J g(x) de < +00. 
O 
Siano fn(x), f(x) misurabili su & e tali che q.0. x € Q 


fn(©)| < g(e), | limfn(e) = f(2). 


Allora f(x) è sommabile e inoltre vale 


im / hide ni img] J iaia 
O O O 
In particolare, la funzione f(x) è sommabile. 


Dim. Il Corollario 37 mostra che f(x) e quindi anche f,(x) ed f_(x) sono 
misurabili. La disuguaglianza |f(x)| < 9(x) mostra che 0 < f4(x) < g(x) e 
quindi sia f, che f_ sono sommabili. Dunque anche f(x) è sommabile, ossia 
ha integrale finito. Mostreremo che vale 


limsup f fx (0) de< | fa) de < Imint / /,(0 da. (2.23) 
O O O) 
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Ciò fatto seguirà l’esistenza del limite 
lim f ale); 
Q 


uguale all’integrale di f(x) perchè ovviamente si ha 


imint / fa(2) da < imsup f alza. 
Q Q 


La dimostrazione di (2.23) si ottiene applicando il Lemma di Fatou alle 
funzioni non negative g — f,. Si trova 


J, Ita) — f(@]de < limini J la) = fade 


Q 
= J g(a) de + lmint / [-/,(0) dr = J g(x) dx — lim sup f eda 
a O Q O 
ossia 
J f(x) da > lim sup f falelda:; 
Q Q 
Procedendo in modo analogo con le funzioni 
I+ fn 
sì trova 
[10 de imint / bid 
Q Q 
L’uguaglianza cercata segue combinando tali disuguaglianze. 8 
Di conseguenza: 


Corollario 74 Sotto le ipotesi del Teorema 73 si ha: 
im / |fale) — f(@))de=0. 
Q 


Dim. Dal Teorema 73 si sa che la funzione f(x) ha integrale finito. Dunque, 


[fn (e) — f(2)] < g(e) +]f(@)] 


e inoltre 


|fa(e) — f(e)| > 0 quo. r EQ. 
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Essendo g(x) + |f(x)| integrabile, si può applicare il teorema della Conver- 
genza Dominata. Si trova 


im / |fa(0) — f(2)1de = f limlfo(0) - f(a)jar=0. : 


Osservazione 75 Il teorema della Convergenza Dominata permette di svin- 
colare, in parte, la definizione di integrale dalle successioni crescenti di fun- 
zioni semplici. Se (5, (x)) è una successione di funzioni semplici convergente 
q.o. ad f(x) e se esiste g(x) integrabile maggiorante le sn(x), allora vale 


im f sala) de= f /0) dei 


Capitolo 3 
Disuguaglianze 


Proviamo ora alcune importanti disuguaglianze per gli integrali procedendo 
come segue: dimostriamo prima la disuguaglianza di Jensen e da questa dedu- 
ciamo la disuguaglianza di Hòlder. Dalla disuguaglianza di Hòlder deduciamo 
la disuguaglianza di Minkowski. 

Una dimostrazione della disuguaglianza di H6lder di tipo “geometrico” 
e che non fa uso della disuguaglianza di Jensen si vedrà al paragrafo 3.1.2 
dove si potrà anche trovare una diversa dimostrazione della disuguaglianza 
di Jensen. 

Vedremo quindi quali inclusioni valgono per certi spazi di funzioni le cui 
potenze sono integrabili secondo Lebesgue. 


3.1 Disuguaglianze di Jensen, Holder e Min- 
kowski 


Ricordiamo che una funzione F definita su R è convessa quando! 


con n numero naturale qualsiasi e con i coefficienti an che verificano 


on. dogs (3.2) 
gl 


Ila definizione usuale si dà con n = 2 ma è chiaro che la definizione usuale equivale 
alla (3.1). 
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Ricordiamo inoltre che ogni funzione convessa su R è continua e quindi mi- 
surabile. 

Il grafico di una funzione convessa e derivabile sta sopra a ciascuna delle 
sue tangenti. Però una funzione convessa non è necessariamente derivabile. 
Più in generale vale la proprietà seguente: se F è definita su R e se (to, F(to)) 
è un punto del grafico, si trova sempre almeno una retta (non verticale) per 
tale punto, che è sotto al grafico. Ossia, esiste un coefficiente angolare m 
(dipendente da to) tale che (si veda la figura 3.1) 


F(t) > F(t)+m(t-t) vieR. (3.3) 


Figura 3.1: 


Proviamo: 


Teorema 76 Siano h(x), k(x) due funzioni misurabili su © C R". Sia 
inoltre 


ad n, kie)de=1. (3.4) 


Sia F convessa su R e sia finito l'integrale su © di h(a)kK(x): 


f nr(0) de eR. 
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Sotto queste ipotesi vale 
F(/h(e)h(e) ae) < | F(M(2))Aa) de. (3.5) 


Dim. Usiamo la disuguaglianza (3.3). Scegliendo 
th) 
si ha 
F(h(a)) > F(to) +m(h(x)- to). 


In questa disuguaglianza to è qualsiasi ed m è un numero opportuno, 
dipendente dalla scelta di to. 
Moltiplicando i due membri per k(x), che è non negativa, si trova 


F(h(x))K(x) 2 F(to)k(x) + m(h(2) — to)K(2). (3.6) 


Integriamo i due membri su £ e ricordiamo che l’integrale di &(x) vale 1. Si 
trova 
J F(h(x))k(x)dx > F(to)+m t/ h(a)k(x)dx — tb (3.7) 
Q Q 

Questa disuguaglianza è valida per ogni to, pur di scegliere un opportuno 
valore di m, m = m(to). 

Ricordiamo ora che la funzione h(x)K(x) ha integrale finito e scegliamolo 
come valore di to: 


to= f HORA de 


Scelto tale valore per to esiste un valore del coefficiente angolare m per 
cui vale la disuguaglianza (3.7). Il numero che lo moltiplica il coefficiente 


angolare m è nullo: 
f[nakar- tm} 0. 
Q 


[EMA de = F( | Mk) 


Dunque rimane 


ossia la (3.5). i 
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Osservazione 77 Si noti esplicitamente che la (3.5) NON VALE se l’inte- 
grale di k(x) è diverso da 1. 1 


La (3.5) si chiama DISUGUAGLIANZA DI JENSEN. Essa estende la defin- 
zione di convessità, ossia la (3.1) dalle somme finite agli integrali. 

La disuguaglianza di Jensen talvolta si usa direttamente; più spesso si 
usa la sua conseguenza seguente. Per illustrarla, dobbiamo introdurre una 
ulteriore definizione. 

Due numeri p, q in (1, +00) si dicono ESPONENTI CONIUGATI se 


JA i p 
-—+-=1]1; equivalentemente se q= —— . 
p_d pei 
Se p = 1 il suo esponente coniugato è, per definizione, +00 mentre 


l'esponente coniugato di +00 è, per definizione, 1. 
Si noti che p = 2 coincide col suo coniugato e che 
q 


a equivalea p= —— . 
= q-l 


Si ha: 


Teorema 78 Sia 1 <p< +00 e q il suo esponente coniugato. Siano | f(x)|P 
e |g(x)|° sommabili? su Q. Allora f(x)g(x) è sommabile su © e vale: 


[Oss | 116] " / sr]. (38) 


Dim. La disuguaglianza è ovvia se uno degli integrali a destra è nullo perché 
in tal caso la corrispondente funzione è nulla q.o. e quindi anche l’integrale 
a sinistra è nullo. Consideriamo quindi il caso in cui ambedue gli integrali a 
destra sono numeri positivi. 

Notiamo che basta provare la disuguaglianza su insiemi limitati. Sia 
infatti (0,) una successione crescente di insiemi limitati, tale che Q = UOQ,. 
Per esempio, Q, = QN{x : ||e]] < R}. Per il Corollario 68, un integrale 
calcolato su £ è il limite degli integrali calcolati su ciascuno dei £,. Dunque, 
se la disuguaglianza vale su ciascun £, essa vale anche su © 

Ci siamo così ricondotti a dover provare la disuguaglianza su un insieme £2 
limitato. Come ulteriore passo, notiamo che basta provare la disuguaglianza 


?si ricordi: sommabile significa che l’integrale è finito. 
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nel caso di funzioni f(x) e g(x) non negative e limitate. Non negative è ovvio, 
perché le funzioni f(x) e g(x) figurano sotto il segno di valore assoluto. Per 
vedere che possiamo ricondurci al caso delle funzioni limitate, introduciamo 


{SN () = min{f(x), N}, IN (2) = min {g(x), N}. 


Le successioni di funzioni (non negative) (FM (2)), (AM (2))e (fO(MIN (2) ) 
sono crescenti e convergono rispettivamente ad f(x), g(x) ed f(x)g(x). Ad 
esse si può applicare il Teorema di della Convergenza Monotona. Dunque, 
se la disuguaglianza vale per ogni N, essa vale anche per le funzioni f(x) e 
g(2). 

Ricapitolando ci siamo ricondotti a provare che la disuguaglianza (3.8) 
vale per f(x) e g(x) non negative, limitate, e definite su un insieme limitato 
e con integrale finito. 

Dividendo i due membri della (3.8) per3 


Lo" nol" 


si vede che basta provare 


J, fai) dr <1, 


"Rn S@ 9) 
OST IO ora 


Queste funzioni sono non negative e 


[P@U=1, [aaa 


Vogliamo far intervenire la diseguaglianza di Jensen. Per ricondursi alla 
notazione usata nel Teorema 76, introduciamo 


F(a)=|eP,  k@=g0", ha)= fiat. 


non indichiamo più il valore assoluto perché siamo ormai ricondotti al caso delle 
funzioni non negative. 


3 
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Essendo p > 1, la funzione F(x) è convessa su R; essendo £ limitato e 
le funzioni limitate, l’integrale di h(x)K(x) = f(x)g(x) è finito; e k(x) ha 
integrale 1. Vale quindi 


r(/ h(c)k(x) de) < fFREA) de, 


(fim) < / {ina} 


Notiamo ora che 


ossia 


così che 


come richiesto. I 


Osservazione 79 La condizione perchè la (3.8) valga col segno di uguale è 
che esista un numero C' tale che |f(x)|? = C|g(x)|f q.o. su Q. Ciò è provato 
nel Teorema 86. n 


La diguaglianza (3.8) si chiama DISUGUAGLIANZA DI HOLDER. Nel caso 
p= 2 la disuguaglianza si chiama DISUGUAGLIANZA DI SCHWARZ. Da essa 
si deduce: 


Teorema 80 Sia p > 1 e siano f, g funzioni misurabili. Vale 


fra] [fu] [fuor]. 69 


In particolare se sia |f(x)|P che |g(x)|P sono sommabili anche | f(x) + g(x)|P 
lo è. 
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Dim. Si osservi che: 


1. la disuguaglianza (3.9) vale anche se una delle due funzioni |f(x)|? 
oppure |g(x)|P non è sommabile perché in tal caso il membro destro è 
+00. Quindi dobbiamo studiare solamente il caso in cui sia |f(x)|P che 
|g(x)|P sono sommabili. 


2. sep = 1 allora per ogni 7 vale 


0 <|f() + g(2)] < |f(2)] + [g(2)]. 


La disuguaglianza (3.9) segue integrando i due membri. In particolare 
se sia |f(x)| che |g(x)| sono sommabili anche |f(x)+g(x)| è sommabile. 


Ricapitolando, rimane da provare il teorema nel caso p > 1 e quando sia 
|f(x)| che |g(x)| sono sommabili. 

Procediamo in due passi: 
Passo 1: proviamo che se sia |f(x)|P che |g(x)|P sono sommabili anche 
f(x) + g(x)|P lo è. Ciò si vede grazie a questa ovvia disuguaglianza: che 
vale quando a > 0, b > 0: 


(a +b)P < 2? max{aP, bP} < 2P(aP +0). 


Dunque 
1A |f(2) + g(a)[P da < L (f@) + |g(2))? de 
DI, |[itPd+ [ ist0)r dr < +00. 


Passo 2: proviamo la disuguaglianza (3.9). Ricordiamo che stiamo 
studiando il caso p> 1 e quindi p— 1> 0. Dunque si ha: 


If(®) + g(2)] = |f(0) + gf) + 9) 
< I) +9 Nt) +9 (A 


Integrando si trova 
ti If(@) + 92) de 
= J Ha) +9@Pf@) de + J, If) +9 ge) de. 
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Consideriamo il primo integrale a destra, 
{+9 
Q 


e sia 
q=p/(p-1) ossia (p_1)q=p 


l'esponente coniugato di p. 
Essendo (p — 1)q = psi trova 


[rO+Iet n E Pt <A 


Possiamo quindi usare la disuguaglianza di Hòlder, ottenendo 


[+e f +) n” SURI ya} 


Analogamente, 


[IMAA [15440 di [lo ra)" 


Sommando le due disuguaglianze (e usando ancora (p — 1)q = p) si trova 


[Um +0a 
< [fu +otora]"{[f urea] "+ [finora] "). 


Essendo 1— 1/q = 1/p, l’asserto segue dividendo i due membri per 


ICE E 


La disuguaglianza (3.9) si chiama DISUGUAGLIANZA DI MINKOWSKI. 


3.1. DISUGUAGLIANZE DI JENSEN, HOLDER E MINKOWSKI 71 


3.1.1 Gli spazi L?(0) 
La disuguaglianza di Minkowski ha la seguente importante conseguenza: 


Teorema 81 Sia p > 1. L'insieme delle funzioni a potenza p-ma sommabile 
è uno spazio lineare. 


Lo spazio lineare delle funzioni a potenza p-ma integrabile su 0, p > 1, 
si indica col simbolo* £L2(9). Conviene definire anche il simbolo L®(0). 
Introduciamo per questo l’ESTREMO SUPERIORE ESSENZIALE di una funzione 
f. Esso si indica col simbolo ess sup f ed è definito da 


ess sup f = inf {r | A{x|f(a)>r})=0}. 
Si definisce quindi 
L°(Q) = {Y | ess sup |f] < +00}. 


La notazione L® è giustificata dal Teorema 91 che sarà provato al paragra- 
fo: 92: 
E’ immediato verificare che 


ess sup |f + g| < ess sup|f| + ess sup |g| (3.10) 


e quindi che L®(L2) è uno spazio lineare. La disuguaglianza (3.10) sostituisce 
quella di Minkowski nel caso p = co. Analogamente, se f € L!(0) e g € 
L*(0), vale 


J, IF(2)g(x)| de < (ess sup |g]) ii f@)|da, (3.11) 


disuguaglianza che sostituisce quella di Héòlder. 
Nello studio dell’analisi funzionale è necessario sapere che la disuguaglian- 
za di Hòlder può invertirsi: 


Teorema 82 Sia g una funzione misurabile su £Y e supponiamo che esista 
un numero M che gode della seguente proprietà: per ogni funzione misurabile 
e limitata f si ha: 


fis) dl <M | lioP dl n (3.12) 


‘si faccia attenzione ad usare il simbolo LP?(9) e non L?(0). Lo spazio indicato LP(Q) 
è un sottospazio di £P? (2) che ha un ruolo importantissimo in analisi funzionale. 
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Allora g € Lî(0) e, più precisamente, 


/, (0) de 7 (3.13) 


Dim. Si noti che la (3.12) vale sempre se 


[ira = +00 


e in tal caso non dà informazioni. Dunque consideriamo soltanto le funzione 
f per cui 


Pi FOTI 
Q 


Sia R>0esia 
Qgr= {cr €Q]|e|< R}. 


Fissiamo un valore per A e introduciamo le funzioni 


_J gx) sela(z)j<neserze Qk 
In(2) = Î 0 altrimenti . 


Scegliamo 
fn(©) = [[gn(2)]P] sgn gn(0) = [|9n(2)]?] sen g(e) 
Si noti che: 


e dove f,,(x) #7 0 essa ha lo stesso segno di 9g, (x) e quindi di g(x) e quindi 
il loro prodotto è non negativo: fn(r)gn(x) > 0. 


esiba Abdel 
e per ogni x € Qx si ha: fn(c)gn(w) = |gn(2)]'4Y? = |gn(0)] < Jg(2)]!. 


Usando queste proprietà si trova: 


NESG C)Ga(e 2)dr= / fa (0) ae < x | f if line year] ” 
= [morde] si 
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Dunque, 


fintoltar= / Sn (0)go(x) de < M | / on (0) n 


Dividendo si trova 


1/9 
| Gn (0) da <M. 
lo) 


Essendo g(x) = lim gn(x) per ogni x € Qg, dal Lemma di Fatou si trova: 


1/9 1/q 
/ o(0)ltda] < liminf | 9a (0) de] <M. 
QR o Q 


La (3.13) segue passando al limite per R + +00. I 


Osservazione 83 L'ipotesi di limitatezza sulle funzioni f è stata imposta 
solo perché così il teorema diventa di uso più facile. n 


3.1.2 Una diversa dimostrazione delle disuguaglianze 
di Holder e di Jensen 


Mostriamo ora una diversa dimostrazione della disuguaglianza di Hòlder e 
della disuguaglianza di Jensen. Si noti che la dimostrazione che qui pre- 
sentiamo della disuguaglianza di Hòlder è di tipo “geometrico” e non passa 
attraverso la preliminare dimostrazione della disuguaglianza di Jensen. Inol- 
tre, da questa dimostrazione apparirà chiaramente quando le disuguaglianza 
di Holder vale col segno di uguaglianza. 


La disuguaglianza di Hòlder 


Premettiamo due lemmi. 


Lemma 84 Sia C(x) strettamente crescente per x > 0, nulla per x = 0. 
Consideriamo due punti (a,0) sull’asse delle ascisse e (0,8) sull’asse delle 
ordinate. Sì ha: 


a8< f <a bi Sia (3.14) 


L’uguaglianza vale se e solo se B = C(a) 
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Dim. Per seguire la dimostrazione, si guardi la figura 3.2 a sinistra. Per 
fissare le idee consideriamo il caso in cui 8 < £(a), come in figura. Il caso 
opposto si tratta in modo analogo. Il prodotto af è l’area dell’unione degli 


Figura 3.2: 


insiemi 7}, 5, ed S9 mentre l’unione 77 US1US3U 3 è l’unione del trapezoide 
della funzione K(x) che insiste su [0, a] e di quello della sua funzione inversa, 
ristretta a [0, 6]. Dunque si ha 


a B 
af < . (1) dr + / 12) de, 


come richiesto. 
In questa disuguaglianza vale il segno di uguale se e solo se il rettangolo 
53 è ridotto ad un segmento, ossia se e solo se 8 = C(a). E 


Applichiamo questa disuguaglianza ad un caso speciale. 


Lemma 85 Sia p > 1 e sia q = p/(p — 1) il suo esponente coniugato. Se 
a>0,82>0 sì ha 


feat, (3.15) 
p 


L’'uguaglianza vale se e solo se B = aP. 


Dim. Notiamo che 
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Applichiamo la (3.14) scegliendo 
casa, 
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La funzione C(x), rappresentata nella figura 3.2 a destra, è crescente perché 


p> 1. La sua funzione inversa è 


e quindi gli integrali a destra della (3.14) si calcolano facilmente e si trova la 


disuguaglianza cercata: 


L’uguaglianza vale se e solo se 8 = ((a) = a? 1 


Proviamo ora la disuguaglianza di Holder. 
Siano f(x) € L?(0) e g(x) € L°(0). Introduciamo le notazioni 


Lib = fre)" <c0,  Iloly=|fs] or 


Per ogni valore di x definiamo 


_I{@] 
© fb 


Di conseguenza, usando la (3.15) si trova che per ogni x vale 


OLI 1, Lg) 
Uil» iglla © P IfIR | a [gl 


Questa disuguaglianza vale col segno di uguale se e solo se 


lg(®)] {NT 


alla VII 


1g(®)] 


diga 


B 


(3.16) 


Integrando su © e notando che p + q = 1, si vede che il membro destro ha 
integrale uguale ad 1 e quindi, moltiplicando per il denominatore che figura 


a sinistra, si trova l’asserto del Teorema 78. Più ancora: 


Teorema 86 /! segno di uguale vale nella disuguaglianza di Holder se e solo 


se esiste un numero C' tale che 


|f()|F= GioGe)|} qo. re. 
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Dim. Il segno di uguale vale nella disuguaglianza di Hòlder se e solo se la 
disuguaglianza stretta in (3.16) si ha solo per le x in un s.insieme nullo di Q. 
Ossia, si ha l’uguaglianza nella disuguaglianza di H6lder se e solo se 


UN 
Dr = {Un ia 


Elevando i due membri a potenza q = p/(p — 1) si vede che l’uguaglianza 
vale se e solo se 


= 
IP = FIR (Ig) lo a 
—_———__——_ —_y 
e. 
La disuguaglianza di Jensen 


Ha interesse vedere una dimostrazione della disuguaglianza di Jensen, basata 
direttamente sulla (3.1). Limitiamoci a considerare il caso di funzioni limitate 
definite su insiemi di misura finita. 

Notiamo che la composizione di una funzione convessa su una funzione 
semplice è ancora una funzione semplice. Premettiamo: 


Lemma 87 Siano s e £ funzioni semplici su © e sia F_una funzione convessa 
su R. Supponiamo inoltre 


£(2)>0, VIGO bisi (3.17) 


a (fs de) < | FISC de. (3.18) 


Dim. Rappresentiamo 
s() = >, SiXA;(2) ’ E(2) si D Exa(2) 
i=1 i=l 


con 44NA;=0 se i # j (e i medesimi insiemi A; in ambedue le rappresen- 
tazioni, come sempre può farsi). 


Si ha: , 
[© die= di, si EA(A;)] . 
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I numeri a; = &A(A;) verificano 


Dunque possiamo usare la disuguaglianza (3.1), ottenendo 


F ( [0% de) -P (> si ca) 
<YF(G)IGA(A)] = / FEE. a 


Osservazione 88 Si noti che la condizione (3.17) è quella che permette l’u- 
so della (3.1). Ha quindi un ruolo cruciale nella dimostrazione del lemma 
precedente e della disuguaglianza di Jensen. n 


Proviamo ora la disuguaglianza di Jensen nel caso in cui le funzioni non 
sono semplici. Ricordiamo che stiamo solo studiando il caso in cui le due 
funzioni h e & sono limitate, su un insieme £ di misura finita. 

Si costruiscono successioni crescenti di funzioni semplici, (Sn(x)), (&n(2)), 
convergenti uniformemente rispettivamente a h(x) e k(x). 

Vorremmo usare il lemma precedente, ma la £&, potrebbe non avere inte- 
grale uguale ad 1. Per ovviare a ciò sostituiamo £, con &n, 


E Te, En(2) 
En(1) = TRACITA 


fim / &»(0) de [ka dii, 


lim É, (1) = K(e), 


e il limite è ancora uniforme. Si può ora applicare la (3.18): 


Essendo 


vale ancora 


P(f sE (a) de) < f Flea) de 


Ora vogliamo passare al limite rispetto ad n. Notiamo che: 
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e si ha lim s,(x) = h(x) e quindi la successione (sn) è una successione 
limitata di funzioni non negative, dominata dallla funzione integrabile 
h(x); 


e Dunque anche (F(sn(7)) è una successione limitata sull’insieme limi- 
tato Q, convergente uniformemente ad F(h(x)) (si ricordi che F(x) è 
continua su R perchè è convessa e che le immagini di s,(x) e di h(x) 
appartengono ad un medesimo insieme limitato). Dunque anche questa 
successione è limitata, dominata dalla funzione integrabile 2|F(h(x))|. 


e il denominatore di £,(r) tende uniformemente ad 1 e £&(x) < k(a). 
Dunque anche É,(x) è dominata dalla funzione integrabile 2k(x). 


Queste osservazioni giustificano lo scambio dei segni di limite e di integrale 
e sì trova 


lim F(sn(2)) = F(h(2)), 


lia ( / Jo de) i ( Li OLO de) 
ti J, Felao J F(h(a))k(e) dr. 


Segue dunque la (3.5). 


3.2 Le relazioni tra spazi L?(0) 


La disuguaglianza di H6lder permette di studiare quali relazioni intercorra- 
no tra spazi £2(0), sul medesimo insieme 0, ma con esponenti diversi. E’ 
immediato costruire esempi di funzioni in £?(R) che non sono in L"(R) per 
ogni scelta degli esponenti p ed r. Però: 


Teorema 89 Se A(0) < +00 e se p< q allora Lî(Q) C LP(O). 
Se 2 ha misura infinita i due spazi LP(O) e LI(O) hanno elementi comuni 
ma non sono inclusi l'uno nell’altro. 


Dim. Vogliamo provare che se f € £°(0) allora si ha anche f € LP(0), 
purché sia p < g. Si noti che |f|P = (|f|)?/ e che (9/p) > 1. L’esponente 
coniugato di (g/p) è 
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Dunque, dalla disuguaglianza di Hélder, 


[upar= f 1f@P-102 
<|{ rame ar “ fw? del da: 


Gli spazi L2(0) e £°(0) non sono disgiunti perché la funzione nulla ap- 
partiene ad ambedue. Limitiamoci a mostrare che £P(R) e L*(R) non sono 
inclusi l’uno nell’altro. Infatti, f(x) = e!/[y]x]] è in £!(R) ma non in 
L2(R). Invece, f(x) = 1/(1+ |c|) è in £2(R) ma non in LI(R). 1 


In generale” vale il risultato seguente: 


Teorema 90 Sia 1 < p < r < +00 e sia f € LP(®)NL"(O). Allora, f 
appartiene anche a L9(9) per ogni q intermedio tra p edr: p<q<r. 


Dim. Consideriamo prima il caso r = +00. Dobbiamo provare che se f è 
essenzialmente limitata ed anche in LP(0) allora f € L"(0) per ogni r > p. 

Dividendo per ess sup|f|], e alterando il valore di f su un insieme di 
misura nulla, si può supporre |f(x)|] < 1 su Q. In questo caso, 


If@)"<|f@)|P e quindi J {@r< l. fa)? < +00. 


Supponiamo ora di sapere che f € £P(0) N L"(O) con 1 < p<r < +00. 
Fissiamo q € (0,r) e proviamo che vale la disuguaglianza seguente, da cui 
immediatamente segue l’asserto: 


I_P r_gd 


= / fa) de n. (3.19) 


[soirar< | [rar] 


Si noti che un punto q del segmento (p, r) si rappresenta come 


‘i qi= 
g=.ar+ fp, en TE. pa£. 
r-p r-p 
Inoltre, 
1 1 
a+B=1, —>l1, -=>1 
a i) 


Snaturalmente il caso significativo si ha quando A(2) = +00 altrimenti vale il primo 
asserto del Teorema 89 che è ben più forte. 
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ossia i numeri 1/a ed 1/8 sono esponenti coniugati l’uno dell’altro. Quindi 
possiamo usare la disuguaglianza di H6lder come segue: 


[uora f OA 
<|[ ram ae| {10 de] Lula 


Questa è la diseguaglianza cercata. 


la (3.19) si chiama DISUGUAGLIANZA DI INTERPOLAZIONE. 
Infine proviamo il risultato seguente che in particolare giustifica la nota- 
zione L(0): 


Teorema 91 Vale 


1/p 
lim [Od] = ess sup |f|. 


pi+o0 


Dim. Dividiamo la dimostrazione in due passi: 
Passo 1: supponiamo \() < +00. Va provato che per ogni e > 0 esiste 
pe tale che per ogni p > p. si ha 


1/p 
(des suplf) < |f f(0)P de <(1- (ess sup|fl). (3.20) 


Useremo la disuguaglianza (3.11) che in particolare dà 


1/p 
/ifoPd| < essi. (3.21) 
Q 
Ricordiamo che per ogni a > 0 si ha 
lim a/P=1. (3.22) 
pi+o0 


Grazie a questa proprietà ed a (3.21) la disuguaglianza a destra di (3.20) è 
immediata: 


1/p 
/ f(2)]P de < (ess sup |f]) A(Q)!/? + ess sup |fl. 
a 
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Proviamo ora la disuguaglianza da sotto in (3.20). Sia 
r< ess sup |fl 


e sia 


bebk)i=ss ce Mo. 
Si ha 
man < [f repar] <[{1rPar]"® 


Usiamo ancora (3.22). Si trova che per p > d, si ha 
/p 
ra-d<| rar] <[[u@)par] 
Ar 
e quindi per p > max{P,.e, pe} si ha 


aa s [flop] < essa to. 


Passando al limite per p-+ +00 si trova 


r(1- e) < liminf /, | f(a)|P del ui 


1/p 
< lim sup VIGILI < (ess sup|f|)(1+ €). 


Questa disuguaglianza vale per ogni r < ess sup |f|. Prendendo l’estremo 
superiore rispetto ad r si trova 


fs sup) 9 < fimini [110] 


1/p 
< lim sup VIGILE] < (ess sup|f|)(1+ €). 


L’arbitrarietà di e > 0 ora mostra che 


1/p 1/p 
lim inf |/ \f(Ge)}P del = lim sup | LEG)? dr = ess sup |f|. 
Q Q 
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Passo 2: il caso A(0) = +00. Introduciamo gli insiemi 
Os) |<} 


Specificheremo con gli indici @ e ©, gli estremi superiori essenziali calcolati 
su Q o su (, e notiamo che 


lim ess supg |f| = ess supa|f]- (3.23) 
TA++00 


Dal Corollario 68 si ha: 


[iper = sim fo |f(@)}Pde. 


Dunque dobbiamo provare 


1/p 
lim ES J, f()P de = ess supg|f| (3.24) 


Pp++00 |r-+4+00 
ossia dobbiamo provare quanto segue: per ogni e > 0 esiste pe tale che se 


P> pe si ha 


1/p 
ess supolfl- e < [Lim J fo) de < ess supg|f| + €. 
TA++00 A 


Procediamo per assurdo e supponiamo che ciò non accada. Allora esiste un 
€o > 0 ed almeno una successione p, + +00 per cui vale una delle proprietà 
seguenti: 

1/Pn 
de de| < ess supg|f| — €0 


2) limi [Jalf(@®) 
b) limes [fa 1f(©)|P" de] > ess supolf]+ co. 


Mostriamo che nè l’una nè l’altra di queste condizioni valgono. 
Mostriamo che la a) contraddice (3.23). La funzione 


1/p 
12 | fa) de 
Qr 


e crescente e quindi se vale a) per ogni ro fissato vale 


fl 


1/Pn 
|{(2)|F" de < ess supp|f|— €0 


To 
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e passando al limite per pn + +00 si trova 
ess supg,, |] < ess supg|f] — €0 Vro contro la (3.23). 


La b) non vale: Infatti per ogni p, si ha 


1/pn 
| MC, dr < (A(0,)]!P") ess supa, |f1 < (fA(2,)]!?") ess supalf| 


e per n sufficientemente grande si ha 


1/Pn 
€ 
| |f()|P" dr < ess supg|f| + 3 
Q, 


contro la b) che dovrebbe valere per ogni pn. 
In conclusione, vale la (3.24) e ciò completa la dimostrazione. 1 
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Capitolo 4 


I teoremi di Fubini e Tonelli 


Si sa che per funzioni continue di due (o più) variabili l’intergrale di Riemann, 
integrale “multiplo”, si calcola come integrale iterato e che come conseguenza 
si può “scambiare l’ordine di integrazione” negli integrali iterati. 

Vogliamo studiare il problema analogo per l’integrazione secondo Lebe- 
sgue e quindi mostrare una conseguenza importante allo studio delle convo- 
luzioni di funzioni. 


4.1 Integrali multipli e integrali iterati 


Abbiamo definito l’integrale di Lebesgue su un insieme misurabile © di R”. 

Estendendo f(x) = 0 per x & £ si trova che ci si può sempre ricondurre a 

lavorare con funzioni definite su tutto R”, cosa che ora conviene fare. 
Talvolta una funzione è data come “funzione di due variabili” 


Fe): «eR", yeR* m+k=n. 


Ci si può chiedere sotto quali condizioni l'integrale “doppio” di f(x, y), ossia 
l’integrale su R”, si può scrivere come “integrale iterato”. A questa domanda 
risponde il teorema seguente: 


Teorema 92 (DI FUBINI) Sia f(x,y) sommabile! su R"T* = R". Consi- 
deriamo le funzioni 


vi fe) = f(c,y), yeR*, gt f,(x)=f(c,4), «eR". 
Allora: 


ricordiamo che “sommabile” significa che la funzione ha integrale finito. 
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e q.0. x € R” la funzione f,(y) è misurabile su R* ed il suo integrale 
esteso ad R* è finito; 


e q.0. y € R*, la funzione f,(x) è misurabile su R” ed il suo integrale 
esteso ad R”° è finito; 


e Posto 


00 - | LU = | hd 


le due funzioni ® e V sono sommabili, rispettivamente su R" e su R*; 


e vale: 


f(2,y) d(2,y) = /. U(y) dy = f. D(x) da. 


RR” 
Ovviamente, in pratica si usano le notazioni 
da) = | fay)ay, VW | faya 


e l’enunciato del teorema si compendia scrivendo 


female = f, |f. semar] ay f. |, fem] ar. 


Il teorema precedente richiede di saper che la funzione f(x,y) è somma- 
bile. Talvolta ciò non è noto. L’ipotesi che la funzione f(x,y) sia sommabile 
può venir rimossa a patto di assumere f(x,y) > 0 e che almeno uno dei due 
integrali iterati è finito: 


RR 


Teorema 93 (DI TONELLI) Sia f(x,y) misurabile e q.o. non negativa su 
R" — R"+*. Sia inoltre 


J / F(,y) dl da < +00 oppure J | Ty) dl dy < +00. 
rm |/R* re |Yrm 


In tal caso la funzione f(x,y) è sommabile su R” e vale 


ROIO NEZIANRTOT]rI 


La dimostrazione di questi teoremi è piuttosto complessa, e viene omessa. 
Mostriamone però un’applicazione importante. 
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4.2 Convoluzioni 


In questa parte si usa una una proprietà importante della misura di Lebesgue, 
che è l’INVARIANZA PER TRASLAZIONI. E’ immediatamente evidente dalla 
definizione di misura che per ogni a reale e per ogni insieme misurabile A 
vale 


XA) = Ma + A) 


dove 
a+A={x|x=a+a, ae A}. 


Conseguenza di questo è che 


f(x +a)dx = f(a)da 
Rr 


R» 


Siano f e 9g due funzioni definite su RR”. Si chiama CONVOLUZIONE delle 
due funzioni la funzione 
o)= | f@- now, 


definita per quei valori di x per i quali l’integrale esiste finito. 
Per esempio, sia n = 1 e sia f(x) = 0, g(x) = 0 pera <0. In questo 
caso, 


(f* 9)(7 )= f s@-vd y) dy, 


un integrale che si incontra, per esempio, nella soluzione delle equazioni 
differenziali ordinarie. 

Vogliamo dare condizioni sotto le quali la convoluzione è definita q.0., ed 
è una funzione sommabile. 


Vale: 


n 


Teorema 94 Se f e g sono sommabili su R” allora la loro convoluzione è 


definita q.0.; è una funzione sommabile e vale: 


IRCEDOICE INCI /. (0) de i (4.1) 


Dim. Alla funzione 


F(x,y)=|f(c- Y)g()| 
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applichiamo prima il teoremi di Fubini per provare l’esistenza della convolu- 
zione e poi quello di Tonelli per stimarla. 

La F(x,y) è non negativa e uno dei suoi due integrali iterati è finito. 
Infatti, 


[. | RICEDTOR dy 


= [ff te] emran= | f, 082] [ft] < +00 


(si noti che abbiamo usato l’invarianza per traslazione della misura di Lebe- 
sgue). 
Per il teorema di Tonelli, esiste finito 


MEDICO] 


Ricordando che una funzione misurabile e assolutamente integrabile è anche 
integrabile, si vede che si può applicare il teorema di Fubini. Quindi per 
q.0. x E RR” esiste 


J Fend= ] SEe-MMdy= (+90). 


Inoltre, dal teorema di Fubini, 


IRCEDIOTEZIA 
< [.[f.Ite- gta] ae= f |f. Ifte- gt) aa] av 


-[/ | a fa — y)] de] ly) dy = /. s(0) fc] | 


Vale quindi la (4.1). n 


Anche la disuguaglianza (4.1) si chiama DISUGUAGLIANZA DI YOUNG. 


[16 - mod] da 


Osservazione 95 Si è provato che la convoluzione è definita q.o. Si osservi 
che in generale essa non è ovunque definita, come prova l'esempio seguente. 
Sia 
f(c) = = g(2). 
Vel 
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Sia f che g sono integrabili, e quindi la loro convoluzione è definita q.0.; ma 
non è definita per x = 0 perché 


+90 e_2lyl 
(+90)= f Fia 


co ly] 
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Capitolo 5 


Derivate, primitive ed 
estensioni a misure qualsiasi 


In questo paragrafo conclusivo presentiamo il risultato fondamentale che con- 
nette la funzione integrale con il concetto di derivata e di primitiva. Quindi 
notiamo questo: per introdurre l’integrale di Lebesgue prima abbiamo defini 
to una misura o-additiva e quindi la classe delle funzioni misurabili rispetto 
a tale misura. Abbiamo visto che ogni funzione misurabile si approssima 
mediante funzioni semplici e abbiamo usato ciò per definire l’integrale. Ac- 
cenniamo al fatto che metodi simili possono usarsi “in astratto”, su un in- 
sieme € su cui è assegnata una misura e ciò è particolarmente importante 
per esempio in teoria delle probabilità. Enunceremo quindi il Teorema di 
Radon-Nikodym che è una versione astratta delle relazioni tra integrali e 
derivata. 


5.1 La funzione integrale su R 

Vogliamo presentare i risultati che intercorrono tra l'integrazione e la de- 
rivazione per le funzioni di una variabile reale. Si tratta di risultati dalla 
dimostrazione alquanto complessa e quindi ci limitiamo a presentarli senza 


dimostrazione, a parte il seguente. 
Supponiamo che f sia sommabile e non negativa. In questo caso 


AS f {(8) ds = d(A) 
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è una misura e l’additività dell’integrale combinata col teorema della conver- 
genza monotona mostra che si tratta di una misura o-additiva. Se f prende 
anche valori negativi, si ottiene una FUNZIONE DI INSIEME definita su £; 
ossia una funzione che associa un numero ad ogni elemento di L. Questa 
funzione ha l’ulteriore proprietà che se (A;) è una successione di insiemi due 


a due disgiunti allora 
+00 +00 
è (U «) =) dA) 
i=1 i=1 


e questa uguaglianza vale anche se f non prende soltanto valori positivi. Anzi, 
dato che una funzione è sommabile se e solo se è assolutamente sommabile, 
la serie converge assolutamente. 

Osserviamo che per studiare la funzione @(A) non è restrittivo assumere 
f(x) > 0 q.0. x. Infatti, se ciò non avviene, si studiano separatamente 


dle TÀ fila)de,  $-(A)= J f_(1) de 


f4(c) = max{f(7),0}, = f_(c) = max{-f(2),0}. 
Vale: 


Teorema 96 Sia f(x) da R in sé una funzione q.o. non negativa e som- 
mabile su (a,b). Per ogni e > 0 esiste è > 0 tale che se A(A) < 6 allora 
O(A) < e. 


Dim. Limitiamoci a considerare il caso in cui — 00 < a < db < +00 (l’esten- 
sione al caso dell’intervallo illimitato non è difficile e si lascia al lettore). 
Se 0 < f < M l’asserto è ovvio. Altrimenti, definiamo 


f"(x)= min{f(2), N}. 


Vale 
lim f'@el=fe), 0sf@osfo 


e per ipotesi f(x) è sommabile. Dunque, per il teorema della Convergenza 
Dominata, 


lim J i) - {Nada =0. 


5.1. LA FUNZIONE INTEGRALE SUR 93 


Fissiamo N tale che 


fia= [lr )- “oJar+ f f"@) )dar < — S+NMA). 


La disuguaglianza richiesta vale se A(A) < e/(2N). 1 


Se f non è positiva il risultato precedente si può applicare sia alle funzioni 
f+ ed f_ che alla funzione |f|, ottenendo un asserto analogo per la funzione 
di insieme @d(A). 

Al risultato precedente si può dare un’espressione più “esplicita” (valida 
anche se f non ha segno costante): per ogni e > 0 esiste un d > 0 tale che 
per ogni famiglia finita di intervalli (x;, 7;41), 1 < è < n, tra loro disgiunti e 
tali che 


n 


Y (ci _ xi) <ò 


i=1 


vale 


Vie (cu) — P(2))< €. 


Una funzione con tale proprietà si dice ASSOLUTAMENTE CONTINUA. Dun- 
que, ogni funzione integrale di una funzione che è sommabile secondo Lebe- 
sque è assolutamente continua (e quindi in particolare continua). Notare che 
non si richiede che la funzione f(x) abbia segno costante. 

Viceversa, per funzioni di una variabile reale, vale: 


Teorema 97 Sia ®(x) definita su [a,b] ed assolutamente continua. Allora 
D'(1) esiste q.0. su (a,b) e inoltre 


D(x) — D(a) = f D'(5) ds. (5.1) 


Dunque, 


Teorema 98 Sia P(x) definita su [a, b). L’uguaglianza (5.1) vale se e solo 
se D(1) è assolutamente continua. 
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E’ bene sapere che l’insieme delle funzioni q.0. derivabili e continue è assai più 
ampio di quello delle funzioni assolutamente continue: per esempio si prova 
che ogni funzione monotona e continua è q.0. derivabile. Però l’integrale della 
derivata in generale non restituisce la funzione. Esistono, infatti, esempi di 
funzioni f(x) continue su [0, 1], strettamente crescenti con f(0) = 0, f(1) = 1 
e con 


f(x)=0 qo.r €(0,1). 
In tal caso, 


{= f0)=1> / P(6) ds = 


Un esempio è la scala di Cantor. 


5.2 Una estensione della costruzione dell’in- 
tegrale 


Sia O un insieme qualsiasi e sia 7 una o-algebra di s.insiemi di £2. Sia y una 
misura o-additiva definita su 7. E° ancora possibile definire le funzioni da 
in RR che sono misurabili, come quelle funzioni tali che per ogni # € R si ha: 


{re Q|f(a)>t} € F. 


E° facile vedere che ogni funzione misurabile si approssima mediante funzioni 
semplici e quindi definirne l’integrale. Tutte le proprietà delle funzioni mi- 
surabili e dei loro integrali si estendono a questo contesto “astratto”. Si noti 
però che gli enunciati che contengono “q.0.” sono leciti solo se la misura è 
COMPLETA; ossia se ogni s.insieme di un insieme di misura zero è misurabi- 
le (e quindi ha misura zero). Altrimenti bisogna richiedere che la proprietà 
corrispondente valga ovunque su 2. 
L’integrale di f rispetto ad una misura y si indica col simbolo 


- [0a 


Conserveremo il termine SOMMABILE per indicare una funzione integra- 
bile il cui integrale è finito. 

Diciamo esplicitamente che anche in questo contesto più generale valgono 
i teoremi della convergenza monotona e della convergenza dominata ed il 
Lemma di Fatou. 
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5.2.1 Il teorema di Radon-Nikodym 


I risultati visti al paragrafo precedente per le funzioni di una variabile pos- 
sono estendersi a funzioni di più variabili e al caso di una generica misura 
o-additiva su un insieme £. Sia 4 una misura o-additiva definita su una 
o-algebra 7 di s.insiemi di un’assegnato insieme £, come si è detto al para- 
grafo 5.2. Sia f (per semplicità non negativa) una funzione sommabile su O 
e sia 


(A) = J, fade: (5.2) 


Vale ancora l’analogo del teorema 96: per ogni e > 0 esiste ò > 0 tale che se 
u(A) < 6 allora @(A) < e. La dimostrazione è uguale a quella del teorema 96. 
Una funzione @ definita su 7 a valori non negativi e che ha questa proprietà 
si dice ASSOLUTAMENTE CONTINUA RISPETTO A y. 

Viceversa, vale il risultato seguente, che ci limitiamo ad enunciare nel 
caso delle funzioni d’insieme non negative: 


Teorema 99 (di RADON-NIKoDvYM) Sia y una misura o-additiva definita 
su una o-algebra F di s.insiemi di un assegnato insieme © e sia p(0) < +00. 
Sia $ una funzione di insieme non negativa definita su F, assolutamente 
continua rispetto a p. Esiste una funzione f, sommabile rispetto alla misura 
u, per la quale vale la rappresentazione (5.2). 

Se g è una seconda funzione integrabile per cui 


d(A) = f o(€) di 


allora 


u{e | fa) g(e) 70} =0. 
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